Electromagnetismo II
Soluciones a la Tarea 4

La funcién de Green para una esfera de radio a se obtiene a partir del potencial
de una carga puntual de magnitud uno en presencia de una esfera conectada a tierra
(potencial cero) Si la carga esta en r > a se tiene la funcién de Green para el exterior
de la esfera y si estd en r < a se tien para el exterior. Asi se obtiene la funcion de Green
G(r,r’) correspondiente a condiciones de Dirichlet, que satisfce G(r," = a) = 0 en la
frontera de la esfera. Recordemos que en la expresién G(r,1r’), la variable r’ se refiere a
la localizacién P’ de la fuentes de carga y r al punto P en el que se evalia el potencial.
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Usaremos el método de imagenes para obtener el potencial de una carga de magnitud
unitaria frente a una esfera conductora, ya que para este problema,

O(r=a)=0. (1)

Colocamos una carga virtual ¢’ a una distancia d’. Para que se cumpla la condicién
1, se requiere que
/

a
¢ =~ y d=—. (2)

Para la regién externa r > a, la posicion de la carga real es ' = d, y la funcién de
Green esta dada por (¢ = 1),

1 a/r’
(r2 + 12 — 2rr' cos a)l/? B (r2 +a*/r? — 2ra?/r" cos «)l/?

G(r,r') =

(3)

donde « es el dngulo entre los vectores r y r’, es decir,

cos o = cos B cos ' + sen 6 sen @' cos (p — ¢') (4)

Para la regién interna r < a, la posicién de la carga real q es v’ = d', y la carga
imagen es ¢ = —qd/a = —qa/r’ colocada en d = a?/d' = a®/r’. Entonces la funcién de
Green resulta tener la misma forma,



1 a/r’
— 5
(r2 412 —=2rr'" cos )2 (r2+a?/r'? — 2ra?/r’ cos «)l/? (5)

G(r,r') =

Usamos la solucién general para la ecuacion de Poisson con valores dados del po-
tencial sobre la superficie frontera,

1 oG
d(r) = NG(r,r'") dr' — — ¢ O(r')=— dd, 6
0 = [ oG ar = § o) ()
la cual se reduce al cdlculo de la integral de superficie puesto que p(r) = 0. La coorde-
nada normal a la superficie S es +r para la regién interna y —r para la region externa.
Por lo tanto,

oG :I:(?G r cos o — 1’ rcos a — r2r' /a?
on'ls or'ls (r2 + 12 = 2rr" cos )2 (r?r’2/a® + a?® — 2rr'cos a)3/? | ,_,
r?/a—a

(r? 4+ a? — 2racos «)3/?

(7)

donde el signo superior es para r < a y el inferior para r > a. Siendo que da’ =
a’*sen 0" d’ dy', se obtiene

(I)Oa o / 2/a ) / /
O(r / / do e a2 arcos )i cos 30'senf (8)

la cual es una expresién que no puede integrarse en forma cerrada.

Sin embargo, es posible proceder méas adelante si se expresa la funcién de Green en
términos de una expansién infinita en armonicos esféricos, basada en que su funcién
generatriz es (12 + 12 — 2rr’ cos a)~Y/?

= Yim (0, 0)Yir (0, ') ( 7 a”!
G(r,r') = 47rz Z @i+ 1) rl;l — Gy ) r>a

nl0 VG0 ()

(2l + 1) rl>+1 - a2l+1

donde 7~ es el menor de r v ', v < es el mayor de ellos. De esta manera, la condicién
< ) > )
de frontera se expresa como

2P
®r =a) = ®ycos30 = Py(4cos® 6 — 3cos b)) = \/5_ 0(\/7

y se puede aprovechar la ortogonalidad de los arménicos esféricos para hacer las inte-
grales.

Ys0(0, 0) — V3Y10(6, ¢))



Al tomar la derivada para r > a, como la normal es n’ = —/, da
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Mientras que para r < a, la normal es ' = 7' y queda
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Entonces, al sustituir en (6) para la regién r > a
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y usando la propiedad de ortonormalidad

/ d(p / COSQ lm 0 s )Yixm/(el, 90,) = 5ll’5mm’
-1

quedan solo dos términos

O(r) = @0%2 (16\/;}/30 — - \/_Ylo)

2 2

1
= @0% ([2000839—12C080]Z—4—3COS(9§), r>a

Finalmente, para la region r < a queda

B) = 00?3 3 Vi, 0.0 [ a7 | Wd@’ﬂfzmw’,s@’)%\/_(%ﬁ) V3V (0.
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que se reduce a

a? T.rd 2
(I)(I') = (1)03 (16\/;%05 — E\/ 377'Y10)
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(a) La definicion del momento monopolar esta dada por
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Q= [ tyar
y la del momento dipolar es
p= /r'p(r’)dT’.

Si sucede que @ # 0, entonces mediante un cambio de coordenadas de r' — r’ — a, el
momento dipolar se reescribird

e
= /r’p(r’ —a)dr’ — Qa.

Es evidente, que se puede escoger al vector a de tal manera que p’ se anule. Para que
esto ocurra es necesario que se cumpla la condicion:

s [ ey -

por lo tanto, a es llamado el centro de carga de una distribucion,
1 / / / / p
a=— [rpl)dr=—.
Q) TG

(b) El momento monopolar de esta distribucion se obtiene de sumar directamente
todas las cargas de la configuracion,

—3¢—2¢g—q+q+29+3¢+49g+59=99 = Q.

El momento dipolar se obtiene de la suma pesada de los vectores de las posiciones de
las cargas, i.e.,

0, 0, 0)
(=2, 0, 0)
(-1, -1, 0)

0, 1, 0)

+ (0, 2, 2

(3, 3, 3)

(4, 0, 4)

0, 0, 5

= 4, 5, 14)
Por lo tanto, el momento dipolar es,
p = qa(4,5,14).

El momento cuadrupolar se define de la siguiente manera,
Qi = / [3rir!, — r"%6;5] p(x')d7'.
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Por ejemplo, el primer elemento se calcula de la siguiente manera,

Qu = Z [3(95(1'))2 _ (r(i))ﬂ g
= —3qa*(0) — 2qa*(3 — 1) — qa*(3 — 2) + qa*(0 — 1)
+2qa*(0 — 2) + 3qa®(3 — 3) + 49a*(3 — 2) + 5qa*(—1)
= —4dqga® — ga® — qa® — 4qa® + 4qa® — 5qa’

= —1lgd®

Un procedimeinto anadlogo sigue para los demés términos. Expresado como una matriz,
el momento cuadrupolar serd finalmente,

—11 6 21
Q=q*| 6 -8 15
21 15 19
(C) El centro de carga estd dado por
1 a
=—p=-(4,514).
a Qp 9 ( b 9 )

3. Partiendo de la expansiéon multipolar para el potencial,

o0

O(r) = ! Z % /(r')ZPg(cos 0 p(x")d*r' = 1 Z PZ(:@?FSI %) /_a ()N (Z)dY

4meg P  Adreg :
(9)

(a) Sustituyendo la expresién dada A(z) = Agcos (%), para evaluar los momentos
multipolares,

I, = /a ZA(2) dz (10)

—a

se obtiene,

0=t [ () b [ (5)]

—a

2a\ 4)\a (1
228 o 5) - ()] - 22

s 2 2 s
es decir,
1 40)\0 1
O(r,0) ~ - (M 1 12
)~ o (M) 1 (Monopolo (12)

5



mientras que p = I} = [* zA(z) dz = 0.

(b) De manera similar, para A = \gsin(7z/a)

Q = [0 = 07
“ Tz a2 Tz a’ 72\ )"
p=1 =X\ zsen <—> dz = Ao <—> sen <—> — —Cos (—)
—a a s a 7r al’)_, (13)
a\? a® a® 2a?
=X (—) [senm — sen(—m)] — —cosm — —cos(—7) p = Ag—
T 0 T 70
y el término dominante en el potencial es,
1 2a° )\ 1
O(r,0) ~ Tre ( aﬂ 0730089) (Dipolo) (14)

4. El campo eléctrico de la carga puntual en el origen es, como es bien sabido,

Er)= L (15)

4dmegr

(a) Dentro de este campo, al colocar un dipolo puntual de momento dipolar p en la

posicion r, tendra una energia W = —p - E la cual se escribe
q
Wi(r)=— r-
(r) 4degrs P

(b) y sentird una torca dada por 7 = p x E, que es

7(r) = 4dregrs

(c) La fuerza que siente esta dada por F' = p- VE lo que en coordenadas esféricas se
convierte en

or ~ 1 0O0r

902" o— ——)

0r
q ( T p-é@f p-QAS or

pXr

~ Or a2
%—9, %—sm&qﬁ

Asi que la fuerza sobre el dipolo se reduce a

F(r) = s [2(p - )7 + (P 0)0 + (p - 6)9)]

4degrs

que también puede escrbirse como

F(r) = =5 [p—3(p )7
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