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1. El campo eléctrico de una esfera con polarización uniforme P se obtiene del potencial
eléctrico que se hab́ıa calculado previamente que corresponde a un campo uniforme en el
interior y un campo dipolar en el exterior. El potencial cuando P está en dirección z es

φ =

{
P

3ε0
r cos θ, r < R

PR3

3ε0r2
cos θ, r > R

y el campo eléctrico −∇φ será

E =

{
− P

3ε0
, r < R

3p·r̂r̂−p
4πε0r3

, r > R

donde se usó el momento dipolar equivalente p = (4/3)πR3P. Aqúı está expresado en
términos de la dirección de P por lo que ya no es necesario suponer que está en dirección z.
Para una esfera con magnetización uniforme el campo magnético es similar obteniéndose

B =

{
2µ0M

3
, r < R

µ0[3m·r̂r̂−m]
4πr3

, r > R

donde el momento magnético equivalente es m = (4/3)πR3M. De aqúı se puede calcular la
densidad de momento electromagnético g = D × B que al integrar sobre el volumen da el
momento EM

pEM =

∫
V

ε0E×BdV

y la integral de volumen se divide en partes interior y exterior a la esfera. La interior da

pint = ε0

∫
in

(− P

3ε0
)× (

2µ0M

3
)dV =

2

9
µ0M×P

∫
in

dV =
8

27
µ0πR

3M×P

La parte externa es

pex = ε0

∫
in

(
3p · r̂r̂ − p

4πε0r3
)× (

µ0[3m · r̂r̂ −m]

4πr3
)dV.

Aplicando igualdades vectoriales se tiene r̂× (p×m) = pr̂ ·m−mr̂ ·p y r̂× [r̂× (p×m)] =
r̂ × pr̂ ·m − r̂ ×mr̂ · p, que por otro lado es r̂ × [r̂ × (p×m)] = r̂[r̂ · p×m − p×m·̂r̂.
Entonces esto se puede usar en la descomposicion

(3(p · r̂)r̂ − p)× (3(m · r̂)r̂ −m) = −3(p · r̂)r̂ ×m + 3(m · r̂)r̂ × p + p×m

= 3[r̂(r̂ · [p×m])− p×m] + p×m

= −2p×m + 3r̂(r̂ · [p×m])
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Aśı que se tiene

pex =
µ0

16π2

∫
1

r6
[−2p×m + 3r̂(r̂ · [p×m])]r2 sin θdrdθdϕ

Se puede fijar el eje z a lo largo de p × m y aśı r̂ · (p×m) = |p×m| cos θ. También
r̂ = sin θ cosϕx̂ + sin θ sinϕŷ + cos θẑ y al integrar en ϕ las componentes x y y dan cero.
Entonces

pex =
µ0

16π2

∫ ∞
R

dr

r4
[−2p×m

∫ π

0

sin θdθ + 3ẑp×m

∫ π

0

cos2 θ sin θdθ]2π

=
µ0

8π

1

3R3
[−4p×m + 3p×m

2

3
] = − µ0

12πR3
p×m

Al reexpresarlo en términos de P y M queda

pex =
4µ0π

27
R3M×P

Entonces, finalmente

pEM = pin + pex =

(
8

27
+

4

27

)
µ0πR

3M×P =
4µ0π

9
R3M×P.



2

(b)

(c)



3. (a) Se toman dos ondas vectoriales de la misma amplitud propagándose en dirección

x con polarización lineal en y, ~f1 = Aei(kx−ωt)ŷ y la otra en z con una diferencia de fase de
π/2, ~f2 = Aei(kx−ωt+π/2)ẑ. Para una x fija, digamos x = 0, la suma de las dos ondas es

~f = Re[~f1 + ~f2] = A[cosωtŷ + cos(ωt− π/2)ẑ] = A[cosωtŷ + sinωtẑ].

La magnitud del desplazamiento de cuerda es |~f | = (f 2
x + f 2

z )1/2,

|~f | = A(cos2 ωt+ sin2 ωt)1/2 = A,

que es constante lo que indica que es un ćırculo. Siguiéndolo en el tiempo se puede ver que
gira en el sentido opuesto a las manecillas del reloj, que corresponde a polarización izquierda.
La polarización derecha seŕıa si se toma la diferencia de fase δ2 = −π/2.

(b) Al tiempo t = 0 se ve como una trayectoria helicoidal del vector ~f .
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