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mayo, 2025

1. (a) La funcién dieléctrica segtin el modelo de Drude es
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donde N es el numero de electrones libres en el gas, m es su masa, f; es la fracciéon de
electrones con frecuencia de oscilacion wj, I'; es la constante de disipacién por unidad de
masa.

Cuando €/€y ~ 1 se puede aproximar ,/k. por el primer término en la expansién binomial
y la relacién de dispersion, tomando p = pg, se reduce a,
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La velocidad de grupo esté definida por
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en términos de la parte real de k, pues tiene que ser un nimero real. Se calcula primero la
derivada completa,
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y tomando la parte real y aproximando (1 +§)~! = 1 — § se obtiene,
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La sumatoria es positiva siempre y cuando (w} —w?)* > 77w? lo que implica que v, < c. La

desigualdad no se cumple en la vecindad de las resonancias, donde se da dispersiéon anémala.

La velocidad de fase,
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que en este caso,

v¢=l::c[1— als ZRew J; J=c|l— N’ Z( filw] =)

2_ 2 i 2 2\2 4 A2, 2
2meo ? — w? —iyw wi —w?)? +yiw

Noétese que el segundo término entre corchetes puede ser negativo, cuando w > wj, lo que
implica que la velocidad de fase seria mayor que c. Esto no esté en conflicto con la relatividad



puesto que la informacion de una onda no se propaga con la velocidad de fase sino con la de

grupo.
(b) Para el caso de un plasma, k. = 1 — w?/w? y la relacién de dispersién que viene de
kc = w+/kKe €5

por lo tanto,
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La velocidad de fase,
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Lo que implica que la velocidad de grupo, v, < c. La tltima aproximacion es para longitud
de onda corta, pero no es necesaria para que vg > c.

2. El campo eléctrico en la posicién de la carga ¢ debido a la nube de electrones que
tiene carga —q en unidades gaussianas es
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Asi que la fuerza restauradora que tiende a regresar la nube esférica a su posicién incial es
2 - .
F = ¢E = — L%, La ecuacién de movimiento para la nube de masa M es
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que es la ecuacion de un oscilador armoénico con una frecuencia de oscilacién

1/2
B qz /
wo = Ma3

(a) Para el dtomo de Hidrégeno q = e = 4.8 x 1071 statCoul y M = m, = 9.1 x 107% g,
Con a = 0.5 A=5x 1079 cm, se tiene que la frecuencia angular es

wo = 4.5 x 10"rad/s

y la frecuencia

vo= 0 _ 79 % 10%Hz.
2

esta frecuencia corresponde al ultravioleta, pues el visible termina en 8 x 10'* Hz.
(b) La funcién dieléctrica en el modelo de Drude-Lorentz es (también en unidades gaus-
sianas)
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con wg = 4mnge?/m.. El indice de refraccién complejo es n = y/e. Al estar lejos de las
resonancias (que corresponden a w =& wp;) se puede despreciar la disipacién (I'; ~ 0) y
entonces n es real. Para un gas, el segundo término es mucho menor que 1 por lo que para
n se puede usar la aproximacién n = (14 §)"/2 ~ 1+ (1/2)d, con lo que queda
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Al enfocarnos en solo una resonancia, con la frecuencia obtenida en (a), se tiene
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Si se toma que w?/wi < 1 esto se reduce a
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Se puede expresar en términos de la longitud de onda en vez de la frecuencia, usando que

w = ke = 2me/ A, quedando
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que tiene la forma de la ecuacion de Cauchy.
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con A =w?/(2w}) y B = (2mc/wo)?.

Ahora, para evaluar los coeficientes se considera un gas de Hidrégeno a temperatura
T =0° C = 273 K y a presién atmosférica p = 10 din/cm?. La ecuacién del gas ideal da la
densidad ng = p/kyT = 10°/(1.38 x 1071% x 273) = 2.65 x 10%m 3. Con esto los coeficientes
son
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A= =2x107°
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Estos valores son menores que los obtenidos experimentalmente A, = 1.36 X 1074, Beop =
7.7 x 107m? pero del mismo orden de magnitud, lo cual es aceptable para un odelo tan
sencillo como el de Lorentz-Drude.

3. La constante dieléctrica k. se relaciona con el indice de refraccién por n? = k.

suponiendo que la permeabilidad relativa k,, = /g &~ 1. Como (nw/c)* = k* = pew? +
1pow, las partes real e imaginaria de k., = K, + 1K; son

Ky = Cipe, Ky = uojw



De aqui se pueden obtener las partes real e imaginaria de n como:
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Para el caso en que K, = —k;, que resultan cuando w = o/(—¢), se reducen a
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(b) La longitud de atenuacién estd dada por 6 = 1/k;, asi que usando este valor de n; = ck; /w

Aqui se puede usar la relacién w?(ue) = k* y entonces finalmente, el cociente de § a la

longitud de onda A = 27 /k, es
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Esto implica que en esta frecuencia la longitud de penetracién es casi igual a la longitud de
onda.

4. Las relaciones de Kramers-Kronig expresan la parte real de la funcién dieléctrica eg
(o de su relacién con la suceptibilidad eléctrica y.: €g = 1+ xg) en términos de la parte
imaginaria €; y viceversa. La que interesa aqui es
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(a) Para cuando €;(w’) = (7/2)woxod(w’ — wp) la integral es inmediata y da
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Su valor estatico (a frecuencia cero) es €g(0) = 1 + xo.

(b) Como la suceptibilidad eléctrica se relaciona con la funcién dieléctrica por € = 1+ x,
la parte imaginaria es xy; = €;. La polarizacién eléctrica en el espacio de frecuencias esta
relacionada con el campo eléctrico por P(w) = €yxe(w)FE(w). Al tomar la transformada de
Fourier para pasar al dominio del tiempo se convierte en la relacion causal

P(t) = /OOO EYE(t —t)dt

donde Z(t) = €2 [5° x;(w)sen(wt)dw es la transformada seno de Fourier inversa de la sus-
ceptibilidad eléctrica. Para este caso queda sen(wgt), y entonces para un campo eléctrico
pulsado E(t) = (Ey/wo)o(t) se obtiene,
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