Notas del curso

El Arte de resolver la ecuacion de
Schrodinger

Alexander V. Turbiner y Juan C. Lopez Vieyra

Instituto de Ciencias Nucleares, UNAM

Junio, 2021



A la memoria de Mikhail A (Misha) Shubin (1944 - 2020) - notable
matematico y amigo



Indice general

I Lo Ecoacion de Schridinee X
[l.1. La Ecuacién Estacionaria de Schrodinger . . . . . . . . . . . . 1

I1.1.1. Espectro (discreto) . . . . . . o o 2

2.2.3. Propiedades del Producto escalal . . . . . . . . . ... 14
2.3, Nociénde Operadod . . . . . ... ... ... ..., 14
2.3.1. Ejemplos de Operadored . . . . . . . . .. o ... 15
2.3.2. Valores de Expectaciénl . . . . . . . ... ... ... .. 16
2.4, Vectores v Valores Propiosi .................... 16




v INDICE GENERAL

4.3.1. Sineularidades Aisladas (Polos) . . . . . . . . . . ... 66

14.3.2. Singularidades Esencialed . . . . . . . . ... ... ... 67




INDICE GENERAL %

15.1.4. Modos Cero (Zero Modes) . . . . . . . o . ... .. 75
[5.2. Teoria de Perturbaciones (PT) . . . . . . . o . o o . 76
5.2.1._Significado de la teorfa perturbatival ........... 76

292 Pri ; bativa de — aticd . 77
23 S laf bativa de ] — Iraticad . 80
.o T ; bativa de ] — aticd . 82

5.3, _Analisis Asint6tico ( Interpolaciénﬂ ................ 83

5.3.1. Términos subdominanted . . . . . . . . ... ... ... 86




VI INDICE GENERAL

(10.1.3. Ecuacién generalizada de BlocH . . .. ... ... ...

[10.1.4. Simetria de paridad en la ecuacién de Riccati-Blochl . .

136

|11 1. Método Variacional . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

11.1.1. Seleccién de la funcién de prueb?J ............

[11.1.2. El oscilador anarménicd . . . . . . .o
2. Conclusi  Fin del C |

|A. Funciones Especiales

151

153
153
155
156

157

169

181

183

189

195



INDICE GENERAL VII

Prefacio

La ecuacién de Schrodinger temporal

0 ;
Zﬁa\lf(x,t) = HY(z,t),

es la ecuacién central de la fisica cuantica. Miles y miles de articulos se han
publicado dedicados a buscar soluciones de esta ecuacién para describir la
Naturaleza, los fenémenos fisicos a escala microscépica. En su forma parti-
cular - la ecuacién estacionaria de Schrodinger,

HU(z) = E¥(z),

es la ecuacion para el espectro de energias del Hamiltoniano H , que nos da
la descripcién de los estados ligados en la fisica atémica, molecular y la fisica
nuclear.

La tarea de este curso es considerar el caso més simple - la fisica cuanti-
ca unidimensional, cuando la ecuacion de Schrodinger estacionaria es una
ecuacion de una variable, la ecuacion diferencial ordinaria,

I B + V) = BY@) . 5,

d

dzr

Este caso ha sido mucho mas desarrollado desde el punto de vista de las
matematicas que los casos multidimensionales. Esta ecuaciéon ya contiene
muchas de las propiedades (y problemas) de las ecuaciones con multiples
variables.

Estas notas del curso estan basadas en las presentaciones del curso avanza-
do que durante los iltimos 20 anos impartimos en los ultimos semestres de la
licenciatura en fisica de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Muchos de los
temas que discutimos en el curso no forman parte de un curso estandar de

Mecénica Cuantica. El tnico libro de texto que ofrecemos como bésico pa-
ra su consulta es el libro Mecanica Cuantica de L.D. Landau y E.M. Lifschitz.

Por ltimo queremos agradecer a los doctores Horacio Olivares Pilon (UAM-
I), Héctor Medel Cobaxin (ITESM), Marcos Alejandro Garcia Garcia (IFT,
UAM-CSIC), Adrian Escobar Ruiz (UAM-I), Juan Carlos del Valle Rosales
(ICN-UNAM) y Daniel Julidn Nader (UV) que como estudiantes participaron
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en alguna de las diferentes ocasiones que hemos impartido este curso, por
sus valiosos comentarios que han servido para mejorar constantemente estas
notas.



LECCION 1

La Ecuaciéon de Schrodinger

1.1. La Ecuacion Estacionaria de Schrodinger

Erwin Schrédinge escribi6 en el ano de 1926 su famosa ecuacién@[l]

hZ
—— A+ VY =Eq.
2m

Esta ecuacién es un caso particular de la ecuacion de onda
P X
th—1 = H,
8t¢ v

que describe la evolucién en el tiempo de la funcién de onda ¥ (x,t) para el
Hamiltoniano H. Para los estados estacionarios las partes espacial y temporal
de la funcién de onda se separan como v(x,t) = ¥(z)e~# £t con el pardmetro
E (la energia) como la constante de separacién. La nocién de estado estacio-
nario implica que la funcién ¥(z) debe ser normalizable, o un elemento del

espacio de Hilbert. En este caso obtenemos la ecuacién estacionaria

1(Viena, 12 de agosto de 1887 - 4 de enero de 1961) fisico austriaco, Premio Nobel de
Fisica en 1933 for the discovery of new productive forms of atomic theory.

2La constante h se denomina constante de Planck reducida y tiene un valor de
hi= h/(27) = 1,054571817 x 10734 J 5. La constante de Planck es h = 6, 62607015 x 1034
Js.
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Hamiltoniano Energia

AN /
HU=FWV
AN Funcion de Onda

Problema Espectral

Esta es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo con la condicion
a la frontera de que ¥(z) sea una funcién normalizable. Entonces, es un
problema de autovalores y vectores propios que describe el estado cuantico
de un sistema fisico.

En este curso solo vamos a considerar problemas en una dimensién espacial.

s U(z) = funcién de onda, o funcién propia, o autofunciéon o eigenfuncion

» F = parametro espectral (Energia): autovalor, o valor propio o eigen-
valor

» [ = Operador Hamiltoniano

» H=T+V, T =Energia Cinética, V = V(z) = Energfa Potencial

1.1.1. Espectro (discreto)

Energias

Ey, By, Ey, ... E,, ...Ey, (orden:E, < FE,)
Autofunciones

Uo, Wy, Uy, ... U, ..U,

Ey, Wy = FEstado base, o Estado basal o Estado fundamental.

Un problema fundamental en la mecédnica cudntica es la determinacion del
Espectro de Energias (valores propios). Un sistema fisico cuantico puede tener
un numero finita? o infinito de estados ligados que corresponden a energias
discretas, lo que significa que la energia esta cuantizada. Por ejemplo:

3particularmente cero.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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» El oscilador armdnico en una dimensién con potencial (ver Figura[LTl(a)):

1 1
V(z) = §kx2 = imwz 2?, x € (—00,+00),

en donde k es la constante de Hook, m es la masa de una particula que
se mueve en este potencial y w = /k/m es la frecuencia de oscilacion.
El espectro de energias es discreto y equiespaciado:

1
En:hw(n+§) ., n=0,1,2,...

en donde h = h/27 es la constante de Planck reducida.

= El oscilador de Morsell en una dimensién con potencial (ver Figu-

ra [LT(b)):
V(z)=D(e*" —1)*, € (—00,+0), a>0,

para D > 0 existe un nimero finito de estados ligados, i.e. tiene un
espectro discreto finito. Existe D tal que cuando D > D no existe
ningun estado ligado. Este potencial esta caracterizado por dos parame-
tros: el parametro D mide la profundidad del pozo, y el parametro «
la anchura. El potencial V(x) tiene un minimo, V' = 0 en = = 0,
V(x) ~ Do’z + ... y tiende asintéticamente a V — D para x — 400,
y V — oo para x — —oo. El espectro de energias es

E(n) = hwo(n+1/2) — [hwo(n +1/2)]*/4D , n=0,1,.. Nmax ,

con wy = ay/2D/m.

1.1.2. Hamiltoniano

En la mecanica clasica el Hamiltoniano de una particula unidimensional
de un grado de libertad) se define como
g

2

p
H=T — 1.1
TV =+ Vi), (L.1)

en donde p, x,m son el momento, la coordenada y la masa de la particula,
respectivamente; V' (z) es el potencial.

4El potencial de Morse [2], se usa como una buena aproximacién al potencial de inter-
accién entre los a&tomos de una molécula diatémica.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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) W
3 3
N
11 1
-75 -5 -25 0 25 5 7.5 -75 -5 -25 0 25 5 7.5
X X

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Potencial de Oscilador Arménico para el caso
m=1,h=1,w=1 (las lineas horizontales indican las energias cuanti-
zadas E, = n+ % paran =0,1,2...), y (b) Potencial de Oscilador de Morse

paraelcasom =1, h=1l,w=1,D=3ya=,/5pw= 1/4/6. Las lineas ho-
rizontales representan las energias EMose = (n + %) — 1—12 (n + %)2 de sus seis
estados ligados: E = [0,479167,1,31250, 1,97917,2,47917, 2,81250, 2,97917].

1.1.3. Cuantizacion

En la mecanica cuantica el momento de la particula esta representado por
un operador diferencial:

(1.2)

en donde x es la coordenada cartesianaﬁ, 7 es la unidad imaginaria. Esta
formulacién conduce directamente a la relacién de incertidumbre de Heisen-
beréﬁ AxAp > g que implica que en la mecanica cuantica no podemos medir

®Las variables de posicién 2, y de momento p no conmutan entre si, i.e. [#,p] = ih. Se
deja al lector como ejercicio probar esta relacién. Nota: El conmutador de a y b se define
como [a,b] = ab — ba.

SWerner Karl Heisenberg Wurzburgo, 5 de diciembre de 1901 -Mtnich, 1 de febrero
de 1976, fue un fisico tedrico aleman fue uno de los pioneros y creadores de la Mecanica
Cuéntica. En 1923 fue ayudante del fisico aleman Max Born en la Universidad de Gotinga.
Es conocido sobre todo por formular el principio de incertidumbre. Fue galardonado con el

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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simultaneamente la posicién y la velocidad de una particula con precisién
ilimitada.

e i = constante de Planck:

h = 6,6260693 x 1072*J s,
h

h = — = 105457168 x 1073'J s .
2T

h es un parametro muy pequeno que puede producir efectos fisicos grandes.
La constante de Planck h(h) tiene dimensién de accion’f.

e El Hamiltoniano H es un operador diferencial:

N h2
H=—A+YV,
2m

en el caso de una particula tridimensional
3
A= Z — (Operador de Laplace, 6 Laplaciano)
en coordenadas cartesianas.

1.1.4. Cuantizacion: Motivaciones Experimentales

. Qué significa la cuantizacion?
Suponemos que una cantidad fisica en mecéanica clasica toma valores arbitra-
rios pero en mecanica cuantica toma solamente valores discretos. Este es el
significado de la cuantizacion. El mejor ejemplo de cuantizacion es la energia

Premio Nobel de Fisica en 1932 ”for the creation of quantum mechanics, the application
of which has, inter alia, led to the discovery of the allotropic forms of hydrogen”.

"La accién S = J Ldt (en donde el integrando L = T — V es llamado Lagrangiano)
es una funcional de la trayectoria. La trayectoria real que sigue el sistema es aquella que
minimiza la accion.

8Las reglas de cuantizacién de Bohr-Wilson-Sommerfeld [3 4] establecen que la integral

de accidn tomada sobre un ciclo esta cuantizada de acuerdo con § pdg = nh, n € N, donde
q es una coordenada generalizada (periddica), y p su momento generalizado.
Arnold Sommerfeld, dic 5 1868—abril 26 1951, ha sido el supervisor de doctorado de mas
futuros ganadores del Premio Nobel en la historia (Werner Heisenberg, Wolfgang Pauli,
Peter Debye y Hans Bethe). Entre 1917 y 1951 fue nominado 84 veces para recibir el
Premio Nobel.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrodinger
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del sistema.
. Por qué es importante introducir este concepto?

En la mecanica clasica la energia E' puede tomar cualquier valor continuo.

Energia E. cinética E. potencial

e
E=T+V

A finales del siglo XIX y principios del siglo XX, los experimentos de J.
Balmer y T. Lyman, con gas de Hidrégeno mostraron que

e ¢l espectro (lineas de absorcién) es discreto (!)

Hy H.H.Hs H, H; H,

| |
364.6nm 434.1nm  486.1nm 656.3nm

Figura 1.2: Serie de Balmer en el espectro visible de longitudes de onda
A ~ 390 — 750nm (Inm=1 x 107 m).

e frecuencias angulares experimentales w estan descritas con mucha preci-
sion por la formula:

1 1
Wn k= Wo <ﬁ _ﬁ) , nk=1,23,..., k>n,
e wy = constante de Balmer

en = 1 serie de Lyman (~ 1910) (ultravioleta)

e n = 2 serie de Balmer (~ 1885) (visible-ultravioleta)

en donde w es la frecuencia angular (27 veces la frecuencia v). La longitud
de onda correspondiente es A = (27¢)/w = ¢/v, con ¢ = 299,792,458 m/s es
la velocidad de la Luz. Entonces, wy = 2rcRy en donde Ry ~ 1,097 x 10"m~*
es la constante de Rydberg.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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Idea revolucionaria: En la Mecénica Cuéantica las energias de los estados
ligados son discretas (Cuantizacion).

Entonces, jqué es necesario hacer para que H tenga un espectro discreto?
H tiene que ser un operador, no una funcién! I

1.1.5. Interpretacion Fisica

En matematicas existe la nocién de problema espectral:

Hy(z) = Ey(x),
con algunas condiciones de frontera. E tiene sentido de parametro espectral.

Pero, ;qué es 1(z)?

Es un objeto nuevo que no podemos observar!

Interpretacion fisica (Max Bornﬁ, 1926):

l(x)|> = probabilidad de encontrar a nuestro sistema en el punto . En
general, la funcién ¥ (x) es una funcién compleja.

1.1.6. Condiciones de frontera

;Cudles son las condiciones de frontera en un problema fisico?

Las condiciones de frontera en el caso del experimento de Balmer-Lyman
son: el movimiento del sistema (dtomo) esta restringido a un dominio finito,
y por lo tantd'

/ W (x)]* dx < oo, (1.3)
g

91882, Breslau Alemania (hoy Polonia), Premio Nobel en Fisica (1954), for his funda-
mental research in quantum mechanics, especially for his statistical interpretation of the
wavefunction.

10F] espacio de funciones de cuadrado integrable se denota como £? y se le llama Espacio
de Hilbert.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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en donde G designa el espacio fisico (espacio de configuracién) en donde es-
tudiamos el sistema, el espacio, o dominio, en el que el sistema esta definido.
La integral (IL3]) tiene el significado de probabilidad total, y usualmente se-
leccionamos ser igual a 1.

e Significa que [¢)(x)]> = 0 cuando |z| — oo (para garantizar la conver-
gencia de la integral y tener entonces una interpretacién de |i(z)]* como
probabilidad).

e Sélo podemos cumplir la condicién (I3]) en el problema espectral para
algunos valores discretos de la energia. Este es el origen de la cuantizacion
de la energia

e Precio que pagamos al cuantizar: existe una probabilidad infinitamente
pequena de encontrar al sistema en |z| — oco.

e Principio de correspondencia

h— 0 Mecénica Cuantica — Mecdnica Clasica

Este limite es absolutamente no-trivial. Por ejemplo, la aparicién de tra-
yectorias clésicas no existe en la mecanica cuantica.

1.1.7. TUnidades Atomicas

Existe una forma natural de elegir un sistema de unidades para los sistemas
cuanticos (microscopicos). A este sistema se le denomina unidades atémicas
(a.u. por sus siglas en inglés). Por definicién los valores numéricos de las
siguientes constantes fisicas fundamentales toman un valor unitarid'J;

= Masa del electron m,

= Carga elemental del electrén e

2

e
"En unidades atémicas la constante de estructura fina &« = ————— toma el valor
(4mwep)he

1 . 1
o~ 137 y la velocidad de la luz ¢ = — ~ 137.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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h

= Constante de Planck reducida A = o

1

= Constante de Coulomb @
TEQ)

En unidades atomicas el operador Hamiltoniano toma la forma
. 1

y a la unidad atémica de energia se le denomina Hartred.

Para facilitar el andlisis de los problemas que estudiaremos sera
conveniente elegir unidades apropiadas que simplifiquen las ecua-
ciones. Por ejemplo, el Hamiltoniano del oscilador arménico en
una dimension esta dado en general por

R d2 omw?

—— 4+ —2

Hosc arm. — )
' 2m dx? 2

en donde m es la masa de la particula, y w es la frecuencia del
oscilador. El problema se simplifica esencialmente en unidades
atémicas h = 1, m, = 1, eligiendo convenientemente m = m,,
w = 1y multiplicando [ por 2 para llegar al nuevo Hamiltoniano:
d2
Hosc.arm. = _@ + x2

Siempre y cuando podamos, haremos este tipo de simplificaciones
en las formulas.

2En unidades atémicas la energfa de ionizacién del 4tomo de Hidrégeno es
EIH = % Hartree, también denominada Rydberg.
13 Esto implica que la energia aparece en unidades de Rydberg.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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LECCION 2

Elementos de la Teoria de Operadores

2.1. Espacios Lineales

En lo sucesivo vamos a suponer que estamos sobre la linea real, x € R.

Vamos a introducir el concepto de Espacio Lineal o Espacio Vectorial: to-
memos un conjunto de objetos fi, fo, ... f, (sean funciones, matrices, etc...) a
los que llamaremos elementos o vectores del espacio. Con estos objetos pode-
mos formar otros objetos similares por medio de una operacién fundamental
definida en el espacio lineal: la suma (superposicién) de elementos.

Ahora introducimos la siguiente

Definicion 1

Se dice que f1, fa, ... fn son vectores linealmente independientes, si la ecua-
cion lineal

arfitasfo+...+a,fn=0, «; =constantes,

tiene solucién Unica: oy = a9 = ... =, = 0.

Por ejemplo, para las dos funciones f; = z, fo = 22 se tiene que

a1w+a2w2:O, Vr, = a;=ay=0.

11
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Definicién 2

Todas las combinaciones lineales fia, . a,} = 1fi +aofo + ... + anfy
forman un espacio lineal o espacio vectorial. A cada combinacion fia,...a,}
se le denomina elemento 6 vector del espacio lineal 6 vectorial.

Cuando
= ; € R= Espacio lineal Real
» ; € C= Espacio lineal Complejo

Notacién

Vo= {f1, fo,.., fn) = Espacio Lineal

= dim V,, = n = dimensién del espacio lineal: niimero maximo de elemen-
tos linealmente independientes en el espacio lineal V,

= por construccion tenemos que cualquier elemento f € V,, tiene la si-
guiente representacion:

n
f= E a;fi,  fi son n vectores linealmente independientes
i=1

= En particular, si f,g € V,, entonces f+¢g €V,

Un ejemplo de espacio vectorial de dimensién finita es el espa-
cio de polinomios de grado < n. Una notacion comun para este
espacio es P, = (1, x, 2%, 23, ... 2"); dim P, = n + 1.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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2.2. Espacio Vectorial Normalizado

Consideremos ahora un FEspacio Vectorial Normalizado para lo cual reque-
rimos introducir el concepto de producto escalar.

2.2.1. Producto escalar

Por definicion el producto escalar es una operacién binaria que pone en
correspondencia a dos vectores del espacio lineal con un niimero.

(a,b) — ntmero, a,beV,

Definicién: Un espacio vectorial (lineal) normalizado es un espacio vecto-
rial (lineal) con producto escalar.

En resumen tenemos:

Espacio Lineal (conjunto de objetos con un operacién bésica: suma)
Espacio Lineal Normalizado: Espacio Lineal + Producto Escalar

2.2.2. Producto vectorial

Por otro lado, para un espacio lineal podemos introducir un producto vec-
torial
la,b] — ¢, a,b,c eV,
que pone en correspondencia a dos vectores con un vector. Un espacio lineal

con producto vectorial se llama dlgebra.

En particular, cuando el producto vectorial entre dos elementos a,b € V
esta definido por el conmutador [a, b] = ab— ba, tenemos un Algebra de Lid]

1Un 4lgebra de Lie A es un espacio vectorial V;, (real o complejo) con una ley de
composicién (o multiplicacién) entre vectores [a,b] — ¢, a,b,c € V,, con las propiedades

[aa + Bb,c] = ala,c] + Blb,c], [b,a] = —[a,b], [a,[b,c]] +[b,[c,a] + e, [a,b]] =0.

en donde o, S € R (0 C). Si {xx|k =1...n} es una base de V,,, entonces las relaciones
de conmutacién bésicas

[Ii,xj]zcijkl'k, i,j,kzl...n,

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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2.2.3. Propiedades del Producto escalar

» Linearidad
(fi,cofo +asfs) = az (f1, f2) + a3 (f1, f3)

= Norma
(f,f)=N*>0, N =Nomadef=]f]

Si(f,f)=0=f=0.

Nota: no siempre se tiene que (f, f) >

(@,d) = a2 + a?/

0:
+ E. Euclidiano
— E. Minkowski

a = (ag,ay).

= Ortogonalidad

Sif,g#0y (f,9) =0= f,g son ortogonales

Demuestre la siguiente desigualdad del tridngulo (desigualdad de
Cauchy-Buniakovski):

1F =+ gll < ALFIT+ Mgl

2.3. Nocién de Operador

Sean f,g € V, entonces un objeto que relaciona a f y g se llama operador
6 mapeo:
Af =y
A f—yg
Sea V' un espacio lineal. En el caso en que:

Af eV, paraVf eV,

decimos que el operador A actia en V. Por definicion:

definen completamente el dlgebra. Las constantes C;j; se llaman constantes de estructura
del algebra de Lie.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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V' es un espacio invariante de A, siVf € V = Af € VI

e Linearidad. Se dice que A es un operador lineal si

Alaf + Bg) = aAf + BAg, f.geV,, a, 8 € C.

Un ejemplo de espacio vectorial esta subtendido por todos los mono-

mios f, =2, n=0,1,... el cual es un espacio vectorial de dimensién

infinita Po = (1,2, 2%, 2% ... 2" ...). Los elementos de este espacio son

polinomios de grado arbitrario en la variable z. Los operadores maés
naturales que actian sobre este espacio son

A = z,(operador de multiplicaciéon) = A f,, = fni1,
A =

d
T (operador de diferenciacién) = A f, =n fn—1.

Estos operadores son lineales.

2.3.1. Ejemplos de Operadores

1. Existe un operador definido como:

este es un Operador diferencial lineal de orden n.

2. Otro operador (integral) esta definido como:

Af(z) = /GK(x,y) f(y)dy, K(z,y) = Kernel (nicleo)

en donde G es el dominio. G puede ser un intervalo, la semilinea o la
linea completa.

3. El operador de translacién? (shift operator) es: e s

Demuestre que eds f(z) = f(z + 1), y més generalmente que
54
S f(x) = fla+9).

oo 1 dk
k=0 &l dzF *

d
2Se define como eds =

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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2.3.2. Valores de Expectacion
Es natural introducir el objeto:
(A, = (fAf).

Se llama valor de ezpectacion del operador A con respecto del vector f (tam-
bién llamado correlator o average value en inglés).

2.4. Vectores y Valores Propios

Se dice que un vector f es un vector propio (autofuncion, eigenfuncién) de
un operador (lineal) A con valor propio (autovalor, eigenvalor) A si se cumple

que

El problema espectral es: dado un operador A, encontrar los posibles valores
propios A y sus respectivos vectores propios f.

En el caso en que el operador A actia en un espacio de dimensién infini-
ta y cuando no fijamos condiciones de frontera A puede tomar cualquier valor.

. Qué tipo de condiciones de frontera podemos tener?

1. Si A es una matriz de tamano finito, no hay condiciones de frontera
necesarias. Ademads el espectro es discreto (A acttia en un espacio de
dimension finita).

2. Si A es un operador diferencial, éste actia siempre en un espacio de
dimensién infinita; Un ejemplo es cuando el dominio es un intervalo
G = [a,b] con la condicién de frontera f(a) = f(b) = 0. Otro ejemplo

es cuando G = [0, 00) con la condicién de frontera f?dz < oo. Un

0
tercer ejemplo es cuando G = (—00,00) con la condicién de frontera

/ fPdx < 0.

Es nuestra libertad elegir las condiciones de frontera. El problema fisico
dicta las condiciones de frontera necesarias.

Comentario:
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Cuando A = H (Hamiltoniano) el problema espectral es la ecuacién
de Schrédinger A
Hy =Ev

con las condiciones de frontera

/|1/1\2dx<oo,
G

implica que sélo existen soluciones para algunos valores particulares
de los valores propios FE.

2.5. Hermiticidad

A continuacién vamos a introducir el concepto de Hermiticidad.
= Sean f, g vectores € V' y A un operador que actia en V'
= Consideremos el producto escalar (f, Ag)
« En general (f, Ag) # (Af. g)
= Suponemos que existe el operador AT tal que: (Af,g) = (f, ATg).

Este operador A" se llama el operador Conjugado Hermitiano (o Ad-
jJunto) del operador A.

Definicién: El operador A es Hermitiano o Autoadjunto si cumple que:

(Af,g9) = (f, Ag) ,

es decir si@
A=A,

Como consecuencia de la propiedad de hermiticidad obtenemos el siguiente:

(Teorema) Todos los valores propios de un operador Hermitiano son reales.

3En matemadticas existe una diferencia entre operador Hermitiano y operador Autoad-
junto.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 2. 18

Demostracion del Teorema:

Supongamos que A es un operador Hermitiano actuando sobre un espacio
con producto escalar definido por

(f,g9) = / flx)'g(z) W(x)de, W(zx)>0e€R, paraz € G.
G
Consideremos ahora el problema espectral

Af =Af,

y calculemos el producto escalar (valor de expectacién)
(FLAf) = A S),
- [ r@ar@we .
a

Ahora consideramos el complejo conjugado de la expresién anterior y, por
simplicidad, vamos a suponer que f es un vector normalizado, i.e. (f, f) = 1.

= / F(@)(Af(x)) W () da
_ /G (Af(@))* f()W(2) dz = (Af, f) = (f,Af) = X,

en donde usamos el hecho de que A es Hermitiano: (Af, f) = (f, Af).

Una nota sobre simetria PT

La afirmacion contraria del teorema anterior no es cierta: Si todos los valores
propios de un operador son reales, esto no necesariamente significa que el
operador es Hermitiano. Recientemente ha comenzado a crearse una teoria
de operadores no-Hermitianos con espectros reales (teoria de operadores con
simetria PT). Como ejemplo podemos mencionar un operador Hamiltoniano
con potencial V = ia?, i.e.

d? . 3

H= ) +ix”,

todas las energias son reales (D. Bessis, (1988)). Matemdticamente es muy
complicado demostrar esta afirmacién. Otro ejemplo es el de un operador
Hamiltoniano con potencial V = —z? para el cual el espectro es real pero el
movimiento es infinito: la particula viene a infinito en un intervalo de tiempo

finito.
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Regresando a la nociéon de Hermiticidad vamos a hacer algunas definiciones.

Definicién:
SivfeV,, If=fentonces:

I = Operador Identidad

Definicién (de Operador Positivo):
A es un operador positivo si Vf € V (V espacio en donde el operador A
actia), entonces

(Af, f) >0

Teorema 1. El operador A es Hermitiano, si y solo si A es positivo.

Teorema 2. Si A es Hermitiano, entonces
1. Todos los autovalores son no negativos, es decir A > 0.

2. Las autofunciones que corresponden a autovalores diferentes son orto-
gonales.

Demostracion:

1. Sea ¢g una eigenfuncién del operador A con eigenvalor \g:

Apg = Mo .

Consideremos el producto escalar

0 < (Ao, do) = (Moo, do) = Ao (¢0. do) = o || o]
N

Teorema 1. (A es Hermitiano)
ademés como ||¢||> > 0, esto implica que
Ao > 0.

Nota: Un eigenestado con eigenvalor \g = 0 se le llama modo cero (zero mode)@.

4 Este tipo de eigenestados es muy importante para la formulacién de la Mecdnica
Cudntica Supersimétrica (SUSY QM).
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2.- Sean ¢ 2 eigenfunciones con eigenvalores A s respectivamente, con A; # Ao

Apr = Mo,
Aps = oo

Definamos:

A es Hermitiano

A1 (@1, 92) = (A1¢1, 92) =(Ag1, d2) = (¢1, Ap2)= (d1, \ag2) = A2 (d1, ¢2) ,
por lo tanto (A — A\2) (¢1,¢2) =0y como \; # Ao

= (¢1,¢2) =0,

es decir que ¢1 y ¢2 son ortogonales.

2.6. Degeneracion

En el problema espectral puede existir un cierto namero k£ > 1 de autofunciones
con el mismo eigenvalor

AM==A3=..=)

A este fenémeno se le llama degeneracion.

e Si k es finito, se dice que la degeneracién es finita.
e Si k es infinito, se tiene que la degeneracién es infinita.

En general las eigenfunciones degeneradas ¢1, ¢o, @3,..., ¢ N0 necesariamente
son ortogonales, pero siempre son linealmente independientes. Usando el procedi-
miento de Gram-Schmidt (ver abajo) podemos ortogonalizar estas funciones.

La degeneracion es un fenémeno fisico importante que aparece en muchas oca-
siones. Por ejemplo, todos los estados excitados del atomo de hidrégeno tienen
una degeneracion finita. Otro ejemplo, para el caso de un electréon en un campo
magnético uniforme y constante aparece una degeneracién infinita.

2.7. Espacio Funcional
Tomemos una secuencia de funciones (reales) linealmente independientes

f1(@), fa(), ...; ful2), x € G =la,b] (intervalo)
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con producto escalar

:/fwmwwmmu
G

en donde a la funcién W(zx) se le llama funcion de peso o medida. Esta funcién
debe ser positiva, W(z) > 0,2 € G = [a,b], excepto quiza en los puntos de la
frontera © = a,x = b. El ejemplo mds tipico es W(x) = 1 es un caso particular
entre los mas importantes. Es claro que es necesario seleccionar la funcién de peso
W (x) de tal forma que todos los productos escalares existan y sean finitos,

[ 5@ oW @) de < oo.
G

Ejemplo:siW(x) = 1y G = [0, 1] para las funciones f,(x) = 2" todas las integrales
son finitas.

Nota: Queremos enfatizar: usualmente seleccionamos como funcién fi(z) como
una funcién positiva, fi(z) > 0 dentro del dominio z € G. Es decir, la primera
funcién fi(z) no tiene nodos excepto en las fronteras.

2.7.1. Espacio de Hilbert

Consideremos un espacio lineal de funciones V' con producto escalaif] definido
por

sp—/(b W(z)dx < oo, (2.2)
¢(z),Y(z) €V, x€G (dominio),

W (x) = Funcién de peso; W(zx) >0 z€G.

El conjunto de funciones ¢(x) € V forma un espacio lineal de funciones de cua-
drado integrable denominado Espacio de Hilbert (ﬁ%,v(x)), 0 mas correctamente

(L2(z, W)).

Caso particular

/ 1f(x)|? dx < oo
Rd

Un hecho muy importante es que 1 ¢ £?(x) cuando el dominio G es infinito.

5s.p. = scalar product
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2.8. Procedimiento de Gram-Schmidt

Algo importante en el estudio de los espacios lineales es la selecciéon de una base
apropiada. Es mas conveniente trabajar con bases ortogonales. Por eso se intro-
duce el concepto de cambio de base a una base ortogonal, o procedimiento de
ortogonalizacion:

2.8.1. Bases Ortogonales (Cambio de Base)

{f()vflvf?v"'}_>{(10079017(1027"'} tal que
(wi,0j) = cibij
1 si i=j,

simbolo de Kronecker: d;; :{ 0 si iti

2.8.2. Procedimiento de Gram-Schmidt

(No es sélo es para funciones)

fo, f1, f2,--. fn es una base arbitraria

1. foesun ”primer”vector@. Preferiblemente ” normalizado”:

_ _fo _
90—||f0|| = (p0,p0) =1

2. Queremos construir un segundo vector 1 ortogonal a g, es decir, tal que

((7007 (101) =0.

Podemos probar el siguiente Ansatd] para ¢1:

1 = f1 —ayo,

5En algunas ocasiones acostumbramos empezar la enumeracién de los elementos por el
elemento con subindice cero.

" Ansatz:(Alemén, plural: Ansiitze) Un Ansatz es una solucién estimada, prefigurada o
adivinada, a una ecuacién que describe un problema fisico y/o matematico.
El signo ’-” es por conveniencia futura.
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es decir que proponemos un vector formado como combinacién lineal del
primer vector g y la segunda funcion de la base fi. Entonces

((1007901):((1007]01_&900):0 = a:((vafl)v

es decir

o1 = f1 = (¥o, f1)po -

Normalizando esta nueva funcién obtenemos:

oy = f1— (o, f1)¥o
1f1 = (w0, f1)eoll”’

Asi, el vector ; se obtiene de restar a la funcién f; la componente (o proyec-
cion) de fi en la direccién del vector (unitario) ¢g para luego normalizarlo.

3. Siguiendo con este procedimiento buscamos un tercer vector @9 ortogonal a
Yo V a 1, es decir un vector que cumpla las condiciones

(p2,01) =0, (p2,00) =0.

Nuevamente proponemos el siguiente Ansatz:

P2 = fo —apy — by .

Determinar la tercera funcién g9, tal que (2, @) = 0,
(p2,01) =0,y (2, 2) = 1.

De los resultados anteriores podemos facilmente escribir una férmula general para
la n-ésima funcién ortonormal de Gram-Schmidt :

n—1

fo = > (ks fn) €k
On = ‘ h=0 . (2.3)

n—1

fo = (ks fn) €k

k=0
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2.8.3. Notacion para Bases Ortogonales

Es comun representar una base ortonormal mediante la notacién {e;} con

(eires) =dij, f=) oier, VfeV,.

i=1

Asi, el producto escalar de dos vectores f1, fo del espacio lineal V,:

n n
1 2
f1=Za§)ei, f2=Zaz(-)€z‘,
i=1 i=1
es simplemente

(frof2) = ooy
i=1

2.9. Polinomios Ortogonales
Un sistema de funciones que aparecen frecuentemente es el conjunto de monomios
Loz 2% 2", (2.4)

En esta seccién vamos a explorar los conjuntos de polinomios ortogonales cons-
truidos a partir del conjunto de monomios ([2.4) y productos escalares definidos
con diferentes funciones de peso W (x).

1. En primer lugar, con la secuencia de funciones Li. {f,(z) = 2",n =0,1...}
y un producto escalar definido por la funcién de peso W (x) = 1 en el dominio
G = [—1,+1], nos preguntamos jcudl es el sistema de funciones ortonormales

en(x)?
De acuerdo con el procedimiento de Gram Schmidt seleccionamos la primera
funcién? y la normalizamos

+1
fo(z) =1, ||f0||2=/ dr =2 =

-1

fo(z) 1

P& = @~ 5

8El procedimiento no indica cudl es el orden en que se deben elegir las funciones base
para construir la base ortonormal. Por simplicidad tomamos la primera funciéon de la
secuencia, luego la segunda, etc. Como veremos mas adelante, este orden nos llevara a la
construccién de polinomios ortogonales que satisfacen la ecuacion diferencial de Legendre.
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Ahora determinamos la segunda funcién usando la férmula

oy = f1— (o, f1)¥o
1 f1 = (¢0, f1)wol|’

con f; = x. Lo primero que observamos es que (¢g, f1) = 0:

1 +1
(9007f1):ﬁ/_1 xdsz,

ya que el integrando es una funcién impar de x que se integra sobre un
dominio simétrico. Por lo tanto se tiene que

fi
Y1 = m ) fl =,
y €Omo
+1
+1 3
9 9 z 2
= dr=—| =2
k= | = =2,
-1
3
= ¢1(z) = 3%
Para la siguiente funcién par podemos inmediatamente proponer (hasta una
normalizacion)
o(x) =22 +a,

ya que, por argumentos de simetria, no aparece el término lineal en x.

En la Tabla 2.1 se muestran los primeros polinomios de Legendre obtenidos
mediante el procedimiento de Gram-Schmidt descrito en esta secciénl.

i, Cual es la forma general de la n-ésima funciéon de Gram-Schmidt
on(x), con frp(x) =2", W(x)=1,y G=[-1,+1]?
Hint: El dominio G sugiere que se usen funciones trigonométricas.

9En muchos libros de texto los polinomios de Legendre P,(x) (n = 0,1,2...) estdn

definidos con normalizacién diferente: f_ll P (z)Py(x)dx = Omn. La relacién entre

_2
2n+1
2n+1

estas dos normalizaciones es ¢, (z) = 5— Pn(z) (ver la Tabla ZT]). Es necesario men-

cionar que como resultado del procedimiento de Gram-Schmidt aparece una relacion de
recurrencia para los polinomios de Legendre:

(n+1)Poyi(x) = 2n+ DzP,(x) — nPh_1(z).
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Tabla 2.1: Los primeros polinomios ortogonales de Legendre calculados de
acuerdo con el procedimiento de Gram-Schmidt.

Yo = %

Y1 = \/gx

P2 = 53 (322 1)

pa= /11 (52°-3a)

0y = 2+ (352" —302%+3)

s = /% (6327 —T02° + 152)

06 = /%5 15 (2312° —3152* + 10527 — 5)
pr= /2 L (42927 — 693 2° + 3152° — 35 2)

Si tomamos la secuencia de monomios {z",z"*1 ...} con W(z) = 1
y G = [—1,+41] calcule los primeros tres polinomios ortogonales ¢, ¢1, 2
usando el procedimiento de Gram-Schmidt. Demuestre que estos tres polino-
mios no estan relacionados con los polinomios de Legendre ¢, ©nt1, ©nt2-

2. Ahora consideremos el problema de encontrar las funciones ortogonales a

partir de la secuencia {1, z,z2,2%...} pero con la funcién de peso

W(x)=e", x € (—00,+00). (2.5)

Una vez maés, siguiendo el procedimiento de Gram-Schmidt elegimos la pri-
mera funcién como

fo

‘POZWa (fo=1).
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En este caSOE

y por tanto

La segunda funcién es

(101(33) = || || ) donde (151 =T — (33,(,0(])(,00,

pero (x,¢p) = fj—;o ze " dz = 0. Ahora sélo necesitamos ||3;

+oo
~ 2 2 —.’E2 3 1 1 ﬁ
[l /_Oo re o <2> 2 <2> 2

Por lo tanto

12

A partir de la secuencia {1, z,22,...} con W(z) = e %" y G = (=00, +00)

calcule los primeros tres polinomios ortogonales ¢, (x) para n = 1,2, 3.

Los primeros polinomios de Hermite obtenidos mediante el

. p— 2 .
10 La integral I = fj:oo e~ % dx la podemos calcular de manera directa con un truco:

“+o00 R “+o0 5 —+o00 —+o00 R R 2 “+o0 R
I? :/ e " d:v/ e Y dy:/ / e ) de dy = / d9/ e " rdr
o —oo —oo Jeo 0 0
1
=27 <——> e
2

o]
=T.

0

Por lo tanto I = /7.
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procedimiento anterior so:

wo = 1
Y1 = V2z
V2
2 = 5 (22° - 1)
3
vy = % z(22% - 3)
6
o) = 1_\2 (42* — 122% +3)
15
w5 = %$(4:p4 —202% 4 15)
5
0 = % (82°% — 602" + 9022 — 15)
70
o7 = £x(8x6 — 842" +2102% — 105)
420
en donde hemos extraido un factor multiplicativo 1/7/* en todos

los polinomios.

Un comentario util

oo 2 1
/ e " dx:F<n+—>,
e 2

en donde I'(z) es la funcién Gamma (ver Apéndices).

4
Consideremos la funcién de peso W(z) = e~ y la secuencia de fun-
ciones {1,z,2%,...} en la linea = € (—o0, 00).

1. Usando el procedimiento de Gram-Schmidt encuentre las primeras cuatro
funciones ortogonales g, 1, Y2, @3, con la condicion

((101'7 @j) = 52‘,;‘ .

Hint: considere las funciones (no-normalizadas) ¢9 = 1,91 = x + a,
Po=a’+br+c...

HNétese que nuestra normalizacién no es la estdndar (en particular, no coincide con la
normalizacién que aparece en Mathematical Methods for Physicists 3rd edition, Arfken,
George Brown (1985)). Seguiremos nuestra conveniencia en la seleccién de la normaliza-
cion.
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Solucién:

Consideramos la primera funcién como

||l

®o

1 I
I (1)
en donde la normalizacién es
[ee]
- 2 —fE4 1 1
ol = [~ e = 5r(5)
Suponemos que ¢1 = x+a, e imponemos la condicién (@1, ¢g) = 0:
o 4
/ (x4+a)e " dr=0=a=0,
—0o

entonces ¢; = x. Por lo tanto

2
(%)

ASY!

(101:” z,

1]

ASY!

con
= 112 T o o L
Al =/ P e = 0T

—00

3
1)
Consideramos ¢y = x2 + bz + ¢ y demandamos que

(P2,00) = (P2,1) =0,

de donde obtenemos inmediatamente que b = 0 (por paridad),

(P2, 1) /oo

— 00

x (2? + b + c)e_x4da; = b/ 22e " da

=b=0,

luego

- %F<Z>—%§F<i>::0:>
. &)
T (1)
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La normalizacién es

00

- _ 4

Hcszzz/ (2% +c)?e " dr =
—00

004_4 o) N 004_4
:/ xexda:—k/ 2ca:exda:+/ cetdr=

—00 —0o0 —00

() eer ()50 ()2 ()35

y por tanto
L (- T
= — | T — — .
& umw( ()

2. En el problema anterior, ;Es posible construir dos funciones ortogonales de
la forma:

p=a>+A ? (2.6)

(La respuesta es afirmativa: existen 2 polinomios cuadraticos ¢1, 2 ortogo-
s Y
nales con la funcién de peso W (z) =e™"").

. Cuadl es la funcién ¢3, tal que (¢3,¢1,2) = 07

Solucion:

(or,02) = / (2% + A1) (22 + Ag) =" du

1 5 1 3 A1 A, 1
= =I'(- AL+ A)=T| - rfi-|=

5 <4>—|—(1+ 2)2 <4>—|— 5 <4> 0,
L(3)+T(5) 4
T(3)+T(3) A2
con As arbitraria. En particular, si Ao = 0 obtenemos las funcio-
nes: .

» T'(3) 2

Y1 = _@7 Y2 =T,

:>A1:—

las cuales tienen, en (—o0,+00), dos ceros y un cero (de segundo
orden), respectivamente.

Aqui, es més recomendable evitar funciones que, dentro del domi-
nio, tengan ceros de orden mayor al primer orden, ver el Teorema
de Sturm més adelante. Por esta razén excluimos esta solucién.
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Otra posible solucién es Ay = —A;. Entonces tenemos

1[5\ A2 (1) , I'(®) 1
§F<z>‘7f<z>—0:’ A= ray T

en donde hemos usado la relacién I’ (%) = %F (%), y entonces

1
p1(z) = z? + 5 pa(r) = z? —

N —

con ningin y dos ceros, respectivamente, en (—oo, 400)!

Luego, cualquier funcién impar es una funcién ortogonal a ;2. La funcién
mas simple es
Y3 X T,

que es una funcién con un cero. Por otra parte, la funcién ¢y = 1 no es orto-

gonal ni a 1 ni a py. Eventualmente las funciones @1, 2, 3 son ortogonales
., _ 4

con la funcién de peso W(z) =e .

3. Andlogamente, si tenemos:
p=a'+ Az + B,

jcuantas funciones ortogonales de este tipo podemos construir con la funcién
ot [
de peso W(x) = e~ ? Daremos una respuesta a esta pregunta mas adelante.
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LECCION 3

El Operador de Sturm-Liouville

3.1. Definicién del Operador de Sturm-Liouville

El problema de Sturm-Liouville esta definido por la ecuacién diferencial .

d d
Lu=—— <p(:13)—u> + q(x)u = Au, (3.1)
dx

en donde p(z) y g(x) son algunas funciones usualmente con condiciones p(x) > 0
y q(z) > 0, el dominio de definicién del problema z € [0, ¢]. El operador de Sturm-
Liouwille asociado es

L= (o)) +ata). (32)

En la ecuacién [B) A es un eigenvalor del operador L, y u = u(z) es el eigen-
vector correspondiente. El operador de Sturm-Liouville es un operador lineal. Las
eigenfunciones normalizadas forman una base ortonormal de un espacio vectorial.

!Esta forma del problema de eigenvalores es muy comtin en problemas fisicos descritos
por ecuaciones diferenciales de segundo orden.

2 Jacques Charles Francois Sturm (Sept 29, 1803 - Dec 15, 1855) y Joseph Liouville
(24 Mar 1809 - 8 Sept 1882) fueron mateméticos franceses.
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En particular, si p(x) = 1 identificamos inmediatamente el operador de Sturm-
Liouville con el operador de Schri)'dingerﬁ

2
L= g2t q(m)\
Operador de Schrodinger ;
(Hamiltoniano) potencial

3.1.1. Condiciones de frontera

En este caso utilizaremos condiciones de frontera sobre la funcién y su primera
derivada en la forma

hiu(0) + hou/(0) =0,
Hyu(l) + Hy!(€) =0,

con hi,ho, Hy y Hs constantes reales.

Por ejemplo, si se tiene que hy = Hy = 0, entonces

como en el problema cuantico del pozo cuadrado infinito, 6 como en
el caso de las oscilaciones de una cuerda con los extremos fijos.

Otra forma de expresar las condiciones de frontera que aparecen en muchos
problemas de interés fisico e

p(0) u(0) ' (0) = p(€) u(€) u'(€) =0, (3.3)

ya que es muy comun que p, u o su derivada u’ desaparezcan en las fronteras.

2 2

3En Mecéanica Cuéntica tenemos una constante o enfrente del término Tz Usual-

m x
mente utilizamos un sistema de unidades en donde A=1y m = %
4Una forma particularmente importante de las condiciones de frontera es requerir que
vpu'|o = vpu'|, (para w, v soluciones del operador de Sturm-Liouville). En este caso se

cumple el Teorema: foé vLudx = f(f uLvdz.
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3.1.2. Integral de Energia

Necesitamos introducir la nocién de integral de energia.

(Lu,u) = /05 {p (u')2 + quﬂ dx . (3.4)

Demuestre que el valor de expectacién (Lu,u) para el operador de Sturm-
Liouville (8:2) puede escribirse en la forma (3.4]).

Es posible demostrar que la ecuacién de Sturm-Liouville (B.I]) es en realidad la
ecuacién de Euler-Lagrange para u que hace que la funcional ([8.4]) tome un valor
estacionario.

Demuestre la afirmacién anterior.

3.1.3. Hermiticidad del operador de Sturm-Liouville
Hermiticidad de L

El operador de Sturm-Liouville Lg;, es autoadjunto. Vamos a demostrar explici-
tamente que (Lv,u) = (v, Lu):

(v, Lu) = /OZ [—v (pu'), + vqu} dx .

Es claro que el término vq u es autoadjunto (los elementos conmutan y por lo tanto
podemos escribir dicho término como quv u).

Para demostrar la hermiticidad del operador de Sturm-Liouville nuestra tarea

es, a grosso modo, cambiar el operador p de lugar. Veamos en detalle el primer
término: Integrando por partes se obtiene:

¢
—/ v(pu/)/da: = —/ vd pu v//l/ /pu/fu dx .
0

El primer término desaparece por condiciones de frontera, v(¢ '(€) = v(0)p(0)u(0).
El segundo término es:

/puv/dx = pv "du = /(1/ /pv Yudr . #
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3.1.4. Wronskiano

Consideremos una secuencia de funciones fi(z), fa(z), ..., fn(z).
El Wronskz'an por definicién es:

W (z) = det | . . o (3.5)

"Dy @) @) e 1 @)

Utilidad del Wronskiano:
» Si fi(x), fa(x), ..., fn(z) son linealmente independientes = W (x) # 0.

» Cuando las funciones f;(z) son soluciones de una ecuacién diferencial lineal,
el Wronskiano puede encontrarse explicitamente usando la férmula de Abeﬁ,
aun cuando las funciones f; no se conozcan explicitamente .

= Para el problema de Sturm-Liouville, cuando no fijamos condiciones de fron-
tera, se tiene que para cualquier A, existen dos soluciones linealmente inde-
pendientes L2 = Ap12. Se dice que Hzﬁl, ¢2} es el ”"Sistema fundamental
de soluciones”d ”solucién fundamental”’] .

Es importante mencionar que, en este caso, para una A\ dada el problema de
Sturm-Liouville es un problema de una ecuacion diferencial lineal de 20 orden
y, entonces, tenemos dos soluciones linealmente independientes asociadas con
ese valor de A.

SEn mateméticas, el Wronskiano es un determinante introducido por Jézef Hoene-
Wronski (1812) y nombrado por Thomas Muir (1882, Capitulo XVIII). Se usa en el estudio
de ecuaciones diferenciales.

6Para una ecuacién diferencial de segundo orden 3’ +p(x)y’ +q(z)y =0 la
férmula de Abel permite calcular el Wronskiano del sistema fundamental como

W(z) = Cexp < — /p(a:) dx), en donde C' es una constante dependiente de las condi-

ciones iniciales.
"Para el caso de un operador diferencial de segundo orden

a(z) f"(x) +b(x) f'(x) + c(x) f(z) = g(x) ,

un teorema principal nos dice que soélo existen dos soluciones linealmente independientes,

f17f2'

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 3. 37

= En el caso del problema de Sturm-Liouville aparece una nueva propiedad:

p()W (¢1(), p2(z)) = p(0) W (¢1(0),¢2(0)) ,

llamada Identidad de Liouville-Ostrogradsky.

Teorema: p(x)W (z) = const # 0.

En el caso en que p =1 (la ecuacién de Schriodinger) se infiere que:
W (¢1(x), p2(x)) = constante (dependiente de ).
= No depende de las condiciones de frontera
= Es una propiedad fundamental del sistema

Consecuencia inmediata: si conocemos una de las dos soluciones, por ejemplo fi,
podemos conocer la otra:
como el Wronskiano es una constante

fi(z)  faz)
fi(z)
llegamos a una ecuacién diferencial lineal de primer orden respecto de la funcién

f2. Entonces, si suponemos que conocemos la solucion f;, podemos calcular
la solucién fs, o viceversa.

W (z) = det = fi(2) fo(2) — fi(@) fa(x) = C', (3.6)

De manera constructiva podemos usar el Método de Variacién de Constan-
tes (Reduccién de orden)
Primer paso: consideremos la ecuacién homogénea, i.e. C' =0 en ([3.0):

5
fi  f2
= (ln fl), = (ln fg)/

Infi=Info— A :>lné:A,

S
(A=lnB),=

f2:Bf17

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 3. 38

Segundo paso: suponemos que B no es constante sino que B es una funcién
de z, B = B(x). Entonces substituyendo fs(x) = B(x)fi(x) en (B.0):
H(Bf'+ B fi) - fi'Bfi=C,
B'ff =C,,

C
B:/—+a,
f

- f2l@) = fila) / $ ff(ca:'>

Entonces, si consideramos el problema espectral

de' + afi(z) .

Lu = lu,

la solucion general tiene la forma

u=cfitafs=afitah 1‘ jlf—:; :
Por ejemplo, para el caso del oscilador arménico x € (—oo, +00)
p=1,q=2a",
paraA=1 = u=e /2 jcudl es la otra solucién?
i = a2 / ‘ sz . (es funcion parabdlica cilindrica) ,

en donde el limite inferior es, p.ej. 0, y por tanto la integral es divergente

~ 2 ., .
cuando || = oo y @ ~ /2, que corresponde a la solucién no-normalizable,
por tanto, no-fisica.

3.2. Teorema de Oscilacion de Sturm

OPERADOR DE STURM-LIOUVILLE
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P (p(x) d )—l—q(x)u:)\u.

da dz"

Propiedades:

1. El Operador de Sturm-Liouville es Hermitiano.
2. Sus eigenvalores son reales y positivos (discretos).

3. Las eigenfunciones son reales y ortogonales para valores propios dife-
rentes.

4. Se pueden clasificar las eigenfunciones en la forma que se describe aba-

jo.

La importancia del Teorema de Sturm se aprecia mas cuando conside-
ramos lo dificil que es encontrar los valores propios A\fi.

Teorema de Oscilacion de Sturm

Si ordenamos las soluciones de la ecuacién de Sturm-Liouville de forma
que los eigenvalores correspondientes crezcan

Eigenvalores: A< A< A< oo A<
(3.7)
Eigenfunciones: 1y, 1, o, ... Uy,

entonces se puede probar lo siguiente:

a) La eigenfuncién v, tiene n ceros simples (nodos) dentro del do-
minio.

b) Los ceros de 9, y los de 1,1 estan intercalados

8Por ejemplo, no es necesario hacer célculos concretos de los valores propios, es suficiente
saber que si una eigenfuncién tiene n ceros con valor propio \,, entonces deben existir
n — 1 autofunciones con valores propios menores.
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Yo

3.2.1. Teorema de Comparaciéon de Sturm

Figura 3.1: Teorema de Oscilacion.

Estamos interesados en las soluciones de la ecuacion de eigenvalores de
Sturm-Liouville (3.1I):
Lu=M\u,

- — [p(@) W @)+ q(x) u(z) = Aulz).
Teorema

Sean wuq,us dos soluciones de la ecuacién de eigenvalores de Sturm-
Liouville cuyos eigenvalores consecutivos correspondientes son Ay, As.
Entonces, u, tiene un cero entre dos ceros consecutivos de u;.

Demostracion:
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Consideremos el Wronskiano (3.5]) asociado a las soluciones uy, us:
W) = u ()us(x) — v (x)us(z) . (3.8)

Si multiplicamos este Wronskiano por la funcién p(z) (recordemos que
p(z) > 0 para x € [0,¢]), derivamos con respecto de la variable x, y
usamos la ecuacién de Sturm se demuestra facilmente que

(p(2)W(z)) = (A2 — A)ua(@)ua () . (3.9)

con lo que

p(x)W(z) = (Aa — \1) /w wy (2 Yug (2 )da' .

Supongamos que uy no desaparece en el intervalo (a,b). Podemos ver
que esto es imposible. En efecto, si usamos la definicion W(uy, us) =
i (z)uy(2) —ui (x)uz(z), obtenemos que p(a)W (a) = —p(a) v (a)us(a) <
0.

Si us no se anula en el intervalo (a,b), entonces us > 0 alli, de modo
que
p()W(b) = 0

ya que W(b) = uy(b)uy(b) — u)(b)uz(b) = —uj(b)ua(b) > 0 (véase la
Figura). Por otro lado, si Ay > Ay,

(A — A1) /bulqua: >0,
ya que uj y ugp son positivas en (a,b), pero habfamos visto que
p(x)W(z) = (Mg — \1) /ul(x')ug(z')d:v',
entonces
p(a)W(a) — p(b)W(b) = (A\y — A1) /ab wy (2 ug(2)dx’ > 0,
y también vimos que p(a)W(a) < 0, p(b)W(b) > 0. El lado izquierdo
es < 0. Esto es imposible! Asi, de esta manera, se ha demostrado la

afirmacién por contradiccion.
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De lo anterior se sigue el siguiente

Teorema de Oscilacién de Sturm

El ntimero de eigenvalores de L estrictamente debajo de A es exacta-
mente el nimero de ceros de u(z, \) en (0, 7).

Nota practica: Es evidente que si la eigenfuncién tiene n nodos dentro
del dominio, entonces es la eigenfuncion del n-ésimo estado excitado, y
que existen n eigenvalores por debajo de su eigenvalor.

3.3. Reduccion a la forma de Schrodinger

Primero consideremos el siguiente operador diferencial de segundo or-
den mas general que S-L:

L= —a(x)d—2 + b(x)i + c(x)
B dax? dx ’
si b(x) = —d/(z) obtenemos el operador de S-L y si a(x) = 1 podemos
identificar el operador L con el operador (Hamiltoniano) de Schrédin-
ger:
2
H=—-—— .
a7 VW)

En general, el calculo para transformar el operador diferencial de se-
gundo orden a la forma de Schroedinger tiene dos pasos:

2 d2
(1) reducir —a(x)@ a la forma s

(2) eliminar los términos que contienen una primera derivada.

Para llevar a cabo el primer paso vamos a buscar un cambio de variable
x = x(y). Para realizar el segundo paso es 1til introducir el concepto
de Transformacion de Norma (Gauge Transformation):

e?Le =1,
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Entonces, sea y = y(z) (invertible);

d  ddy
de — dydx’

& d(d\ dy d &%
de? d—(d—y)f@d—
@ (dy\? Py d
B @(?)*ﬂ@
/2d2 //d
= (y>d—y2 yd_y'

Sustituyendo en nuestro operador diferencial de segundo orden:

L=—a(x(y) ) % —a(z ) ydi; bz () y/di‘; Fe(x(y)

y demandamos que:

d? 1 [d d
L=—s+-—F7|5+b)+ :
a0 + NG (2 +b> dy+c(a:)
3.3.1. Transformacion de Norma

Ahora vamos a usar la Transformacion de Norma para eliminar el término
con la primera derivada. Pero antes vamos a ver el significado de hacer una
transformacién de norma. Supongamos que x es una eigenfuncién del opera-
dor L:

Lx = Ax,

escribiendo Y = e~?Y, y sustituyendo en la ecuacién de eigenvalores obtene-

mos
Le %Y = e %%,
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y multiplicando ambos lados por e? se consigue la ecuacién
(e?Le %)X = AX,

es decir que las funciones X son eigenfunciones del operador transformado
e? Le~? con los mismos eigenvalores que los del operador L. Es decir, hemos
transformado nuestro problema de eigenvalores original en un problema equi-
valente transfiriendo parte de la informacién contenida en el operador a la
definicién de las eigenfunciones X, o, viceversa, en la definiciéon del operador
transformado.

Nuestra tarea, ahora, es buscar una funcién ¢ para transformar el opera-
dor L y de tal suerte que la primera derivada en el operador transformado
desaparezca. La transformacion de la primera derivada es

o4 o4
dy dy
A esta transformacion de la derivada
d d
— =D, = — —¢
dy it dy ax

se le llama Transformacion de Darboux )

Para cualquier operador diferencial lineal, la transformacion co-
variante de una rotacién de norma conduce al reemplazo de la
derivada por la derivada covariante en dicho operador diferen-
cial:

e’L(x,d)e™® = L(z,D) .

9Recordemos que el operador e‘i’% e~ acttia sobre una funcién que usualmente no se
escribe de manera explicita, i.e.

d _ _edp
¢ ¢ _ b~ 6 _ o
{e a }w(y) e (e oy ¢w(y)) {dy ¢ }w(y)
10Al operador Dy, se le llama también derivada covariante.
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En particular la segunda derivada se transforma como

d> d d d 2 d 2
¢ - _ 0~ b0 —o_ (0 7 —o\ _ [ _

‘ dy26 ‘ dye ¢ dye (e dye ) (dy ¢)
d

_ (diy_¢,/><d%_¢f):dd_;_z¢’d—y—¢"+<¢’>2-

Considere el operador de Schrodinger del oscilador arméni-

co en una dimension

Hoa :___'_x27
- dx?

.z _¢ _x2/2 .
y haga una transformacién de norma con e™? = e (la funcién
de onda del estado base) para obtener el operador transformado

h=e’H,, e ?.

Compare el operador resultante con el operador de Hermite.

Usando estas relaciones el operador transformado es entonces

y w____é_DQ_L<§ )(i_/)
e?Le = (dy +\/5 2—|—b y ¢ | +e(r),

Ya que queremos que el término que acompana a la primera derivada se anule

se necesita que:
2+ (L p) =0
Va \ 2 -

esta es una ecuacién diferencial de primer orden, la cual es facil de resolver.

,_do , da L iy
Recordemos que ¢’ = —, y @' = —. Podemos escribir esta ecuaciéon como

dy dx

1
¢=37(5+)

El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger
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Si integramos esta ecuacion diferencial obtenemos

¢>(y)=—/2 1@) (a; (C;(y)) +b(:c(y))) dy ,

a

"o_ a/y a_/m — 1 (a,x); /
¢_4a%<2+b> 2\/5< > )

Con lo anterior obtenemos un operador de Schrodinger.

3.4. Funcion de Green

Existe un objeto muy importante en la teoria de ecuaciones diferenciales
lineales que se llama funcion de Green.

Definicion
Sea L un operador lineal y G (z,y) una funcién tales que se cumple la
relacién

L(x) G (2,y) =0 (x —y) (3.10)

Decimos que G (x,y) es la funcion de Green del operador L, y 0 (z — y) es la
funcion delta de Dirac. En nuestro caso estaremos interesados en la funcién
de Green del operador de Sturm-Liouville L = Lg .

3.4.1. Funciéon ) de Dirac
Definicién: Funcién Delta de Dirac 1] §:

HPaul Adrien Maurice Dirac, (8 de agosto de 1902 - 20 de octubre de 1984) fue un
fisico tedrico britanico que contribuyé de forma fundamental al desarrollo de la mecénica
cuantica y la electrodinamica cudntica. Ocupé la Catedra Lucasiana de matematicas de la
Universidad de Cambridge. Paul Dirac compartié en 1933 el Premio Nobel de Fisica con
Erwin Schroedinger “por el descubrimiento de nuevas teorias atémicas productivas”. Se
dice que cuando cumplié 62 anos la Universidad de Cambridge solicito un permiso especial
al Rey para que Dirac siguiera trabajando en la Universidad. El rey neg6 el permiso. Pasé
los tultimos diez anos de su vida en la Universidad Estatal de Florida.
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= Propiedades

d(z) = 0 siz£0. (3.11a)
/+OO O(x)de =1, (3.11Db)
oo

f(@)d(z —a)dx = f(a), (3.11c¢)

—00

» Una representacién

§(z) =lime(e) e e .

e—0

Hay muchas representacione de la funcion ¢, pero ésta es
una de las mas importantes.

Encuentre el valor explicito de la constante c(e).
., Cuél es la dimensién de 07 jcudl es la dimensién de €?

o= 1] @,

x
= c(e) ~ e V2.
= Representacién de Fourie

La transformacién de Fourier de la funcién delta es

+00 )
/ o(x)e®¥de =1.

(e}

La representacién de Fourier de la funcién 6(x) es

+00 )
d(z) :/ e "Tdy.

[e.e]

120tra representaciéon muy usada es mediante una funcién Lorentziana &(z) =
—|z|/e sech?(z/€) sin(xz/€)
€ ’ 2 ’

€ ™

. 1
lim._,o y otras como 5

€
)
13 Por definicién la transformada de Fourier de una funcién f(z) se define como

fy)= 13 f@)e'=v da.

La representacién de Fourier de la funcién f(z) es f(z) = _+:OO f(y) eiTY dy.
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Siempre es posible agregar a la funciéon de Green cualquier solucién de
la ecuacién homogénea. Es decir, si Go(z,y) es una solucién de la ecuacién
homogénea

L(x) Go (x,y) =0,

entonces G (z,y) = G (z,y) + Go (z,y) también serd solucién de la ecuacién

B.10).

La funcién 6(z — y) es invariante ante traslaciones pues sélo depende de la
diferencia x — y.
Un ejemplo: Ecuacion de Poisson (Electrostética)

V20 = p(z),

V2¢:5(x—y),
x,yE]Rg,

aqui ¢ (la funcién de Green del operador V?) es la solucién de la ecuacién co-
rrespondiente a una carga puntual situada en y. Para elegir Gy, necesitamos
aludir a las condiciones de frontera fisicas. Esto es suficiente para determinar
completamente la funciéon de Green en el problema de Poisson.

Del curso de Electromagnetismo sabemos que para el caso de una
carga puntual ,

1
P(z,y) = EET

es la funcién de Green del operador V? o, en otras palabras, ¢(z,y) es
el potencial Coulombiano o Newtoniano en espacio de dimensién tres.

,Por qué es util introducir la funcién de Green?

Supongamos que tenemos una ecuacion de la forma

L(z)u(x) = f(x). (3.12)

14La funcién de Green corresponde al potencial de Coulomb producido por una carga
puntual unitaria situada en el punto x = y.
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Entonces, si conocemos la funcién de Green G (z,y) del operador L, podemos
obtener la solucién u(z) de la ecuacién como

l
u(z) = / G (x.) f (y) dy. (3.13)
0
En efecto, supongamos que

entonces, si multiplicamos ambos lados de la ecuacién anterior por la funcién
f(y) e integramos respecto de la variable y se obtiene (dado que el operador
L(z) es lineal)

L(z) / G (x.y) fly)dy = / 5 —y) fy)dy,
— ().

Comparando con (3.12) obtenemos inmediatamente la solucién para u(z) en

la forma (B.13)).

., Qué pasa en el caso del problema espectral Lu = Au?

!
u<x>:A/OG<x,y>u<y>dy.

Esta es la Forma Integral del problema de Sturm-Liouville. El kernel G (x, y)
es conocido y u(x) es la incégnita.

El problema es cémo construir G(x,y). Tenemos tres condiciones que se
deben cumplir: (i) como funcién de x , G(x,y) debe tener un comportamiento
discontinuo en z = y para generar la funciéon delta de Dirac en el lado
derecho de la ecuacién, (ii) lejos de x = y la funcién G(z,y) debe obedecer
LG(xz,y) = 0, y (iii) la funciéon G(x,y) debe obedecer las condiciones de
frontera homogéneas que satisface la solucién u(z) en los bordes del intervalo.

3.4.2. Funcion de Green del operador de Sturm-Liouville

El operador de Sturm-Liouville es uno de los pocos operadores para los
cuales se conoce de forma explicita la funcién de Green. Para obtener esta
funcion de Green primero es necesario introducir el concepto de Wronskiano:
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Ahora vamos a buscar la funcién de Green del operador de Sturm-Liouville.
No sabemos como calcular la funcién de Green de manera directa. Entonces
lo hacemos de forma indirecta. Por ejemplo, resolvemos L ¢(x) = f(x) para
algin caso particular y luego comparamos con ¢(z) = [ G(z,y) f(y) dy para
tratar de adivinar la forma de G(z,v).

Para esto vamos a considerar la solucién de la ecuacion homogénea.

a(z) ¢"(z) + b(x) ¢'(x) + c(z) ¢(x) = 0.

Sabemos que existe un sistema fundamental de soluciones {v;(x), vo(z)}, en-
tonces podemos escribir la solucién general como

¢(37) =Y (I) + o Uz(x) c1,Co constantes.

Ahora, para resolver la ecuaciéon inhomogénea, podemos considerar que ¢, co
no son constantes y hacemos el siguiente Ansatz

o(x) = cr(z) v () + ca(w) va()
como solucién del problema inhomogéneo
Lo(x) = f(x).

La solucién en términos de ¢1(x), ca(z) es la siguiente (no lo vamos a demos-
trar)

(@) = 1 0 vl fz)n(w)
! W) | =L w | a(O)W(0)’
er(z) = 1 jo 0 —f(@)u()
2 W) | v —L a(0)W(0)

en donde W (z) es el Wronskiano de vy, vy. Sustituyendo en el Ansatz obte-
nemos

o) = i ) [ F 0y +uo) [ ) )]

con lo cual podemos obtener la forma de la funciéon de Green

Ul(I)UQ(y)a O§I§y>

GSL(I', y) = p(O)W(O) Ul(y) Uz(x)’ ) << .

La funcién de Green de Sturm-Liouville tiene dos propiedades importantes
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» Simetricidad: Ggr(z,y) = Gsi(y, x)

s Discontinuidad:
0Gsr(z,y) _ OGsi(z,y) 1
ox 2—y+0 ox z—y—0 a(y)

3.5. Representaciéon Matricial

En esta seccion vamos a ver cémo transformar el problema espectral de
Sturm Liouvile (B.I)) a un problema algebraico de diagonalizacién matricial.
Seleccionamos una base de funciones ¢, @s, ..., ¢y, ... en el espacio de Hil-
bert, en donde las funciones ¢,, cumplen:

(¢i7 ¢j) = 52,] )

es decir que el conjunto {¢;} es ortonormal respecto del producto esca-
lar (-,-). Se obtiene la representaciéon matricial del operador L de Sturm-
Liouville definiendo los elementos de matriz del operador L como

hij; = (Cbi,zﬁbj) )

que definen una matriz de dimension infinita de la forma:

hii hia oo hyy
hoi hoy ... hap

L= . . . ) (3.14)
hpi hn2 .. hon

En esta representacion, el problema espectral Lu = A u se reduce a la solu-
cién de un sistema de valores propios de la matriz L de dimensién infinita!
En la préactica, tenemos que aproximar el problema por un problema de di-
mensién finita (véase la seccién B.6l més adelante).

Debido a la hermiticidad del operador L, la matriz correspondiente (3.14])
es una matriz simétrica:

hj: = (ijai@) = (ﬁﬁbjaﬁbi) =i
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En general para resolver el problema espectral
Hy = Ev, (3.15)

expresamos la funcién de onda v (eigenfuncién) como una expansion
en una base ortonormal del espacio de Hilbert {¢y, k=0...00}:

V= ardy. (3.16)
k=0

Sustituyendo esta expansion en (B.I0]) se obtiene (usando la propiedad
de linearidad del operador H):

[e.e] . [ee]
> arHop = EY  ardy.
k=0 k=0

Ahora, si multiplicamos escalarmente por ¢, encontramos

> ak(bm, Hop) = B ar(dm, or) = Eap

k=0 k=0

que tiene la forma matricia
H,ia,=FEap, (3.17)

en donde los coeficientes ay, (a,), k,m = 0...00 son las componentes

de los vectores propios correspondientes de la matriz H cuyos elemen-
tos de matriz son H,x = (¢m, H ).

Podemos hacer una aproximacién a la solucién del problema de di-
mension infinita si cortamos la base {¢, k = 1,2,... N} (nétese que
ahora empezamos con el indice & = 1). En este caso obtenemos un
problema comun de eigenvalores de una matriz de dimensién finita

N x N:
Hyy Hy ... Hin ai a
Hoy Hy ... Hopn az az
=K
Hyx1 Hyo ... Hpyn an an

La diagonalizacién de la matriz H v« n nos dard N eigenvalores E;, 1 =
1,... N y sus correspondientes eigenvectores.

15Usando la propiedad de linearidad del producto escalar (u,av + fw) = afu,v) +
B(u, w).

16Usando la notacién de suma implicita para indices repetidos de Einstein.
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Deben existir algunas bases en donde la representacion matricial es mas
simple:

1. Si Lo; = \;¢;, es decir, si las ¢; son eigenfunciones de L, entonces:
L = diag X\ es una matriz diagonal con los eigenvalores en la diagonal.

2. Forma de Jacobi (matriz tridiagonal)

Una matriz cuadrada J = (a;j) con entradas reales tal que a;; = 0
para |i — k| > 1.

Si uno escribe a;; = a;, (i =1,...n), a;;11 = b; ¥y a;11, = ¢;, entonces
una matriz de Jacobi tiene la forma

ay bl 0 e 0 0
C1 Q9 bg Ce 0 0
0 Cy Qs b3 e 0 0
0 0 0 ... Cp—2 Qap—1 bn—l
0 0 0 cee Cpel Gy

3.5.1. Procedimiento de Lanczos

El matematico hingaro Lanczos inventé un procedimiento muy interesan-
te para obtener una representacion matricial de un operador hermitiano en
forma tridiagonal:

Procedimiento de Lanczos

= Sea ¢y una funcién inicial normalizada elegida adecuadamente que sa-
tisfaga las condiciones de frontera del problema de Sturm-Liouville.
Normalmente ¢, se elige de forma que sea una funcién sin nodos que
represente en algin sentido al estado base.
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= Se construye la funcién ¢; ortonormal respecto de ¢y a partir de la
funcién obtenida al aplicar el operador L a la funcion ¢y, i.e. a partir de
la funcion L¢g. Usando el procedimiento de Gram-Schmidt se obtiene
que la funcion ¢, es de la forma:

Lo — (Lo, ¢o)do

P = 11260 = (Ldo, 60)0l]
(¢17¢0) = 07
(p1,¢1) = 1.

= Se construye la funcién ¢, ortonormal respecto de ¢q, ¢1 a partir de la
funcién obtenida al aplicar el operador L a la funcién ¢y, i.e. a partir
de la funcién Loy :

Loy — (Lo1, ¢1)p1 — (L1, ¢o)do

%2 = Loy = (Lo, 61)01 = (L1, 90)0]
(¢27 ¢1,0) = O )
(p2, 02) = 1.

» La funcién n-ésima ¢, tal que (¢n, ¢r) = 0nx , S€ construye como

L¢n—1 - C1n—1§bn—1 - Cn—2¢n—2 e C10¢0
n = 3.18
O = ons = Co0ns —Coabna— - Covol 01D

con
On—l - (L¢n—1a ¢n—1) 5
On—2 - (L¢n—1a ¢n—2) 5
Co = (Lon-1,¢0)-

Se demuestra facilmente que la representacién matricial en esta basd']
es tridiagonal.

I7En realidad no se sabe a priori si la secuencia de funciones construida con el procedi-
miento de Lanczos va a formar una base completa. De hecho es facil encontrar ejemplos
en donde la secuencia de funciones de Lanczos no es una base completa.
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Demostracion: Lo que tenemos que demostrar es que Lo, se puede
expresar s6lo en términos de ¢, 11, ¢p, ¥ ¢n_1. Usando la férmula ([B.I])
para la (n + 1)-ésima funcién (no-normalizada) se tiene:

¢n+1 = L¢n - (L¢n> ¢n)¢n - (L¢n> ¢n—l)¢n—1 -
- (L¢n’ ¢n—2)¢n—2 e T (L¢na ¢0)¢0 .

Ahora, usando la propiedad de hermiticidad del operador L podemos
escribir

(L¢n> ¢n—2) = (¢n> L¢n—2) = Oa

ya que, por construccion, Lo, o “depende® a lo méas de ¢g...¢,_1, ¥
(¢n, &) = 0, para k = 0...n — 1. Se aplica el mismo argumento para
el resto de los términos

(L(bm ¢n—3) = (L¢n7 ¢n—4) cee = (L¢n7 ¢0) = 07

por lo tanto

¢n+l = L¢n - (L¢n> ¢n)¢n - (L¢na ¢n—1)¢n—l )

o equivalentemente

L(bn = ¢n+1 + (L¢nv ¢n)¢n + (L(bnv ¢n—1)¢n—1 )

=
40 i=j+1.

3.5.2. Otra demostracién

El procedimiento de Lanczos puede plantearse de varias formas. Por ejem-
plo, consideremos las funciones de Lanczos ortogonales no-normalizadas ge-
neradas por un operador hermitiano (hamiltoniano) H y la funcién inicial ¢q
definidas como

n—1

¢n :ﬁ¢n—l _Z<H¢n—l>¢k> ¢ka n = 1>2a"' (319)

k=0
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Con esta definicién es facil demostrar que

I:I(bn = Cn+1¢n+1 + Cn¢n + Cn—1¢n—1 > (320)

en donde
Cpt1 = 1,Cn = <ﬁ¢na¢n>ucn—1 = <I:I¢nu ¢n—1> s

y por lo tanto la representaciéon matricial de H en la base {¢;} sera tridia-
gonal. En efecto, si observamos la secuencia de las primeras funciones de
Lanczos de acuerdo con (B.19) obtenemos

G0 = Qfo, )
o = {1450 — <{f¢07¢0> ®o )
2 = Ho1— (Hor, ¢1) d1 — (Hor, do) do (3.21)

¢3 = Hepy— (Hop, d2) o — (Hoa, 61) o1 — (Hpa, do) do -

Ahora bien, vamos a usar la propiedad de hermiticidad de H en la forma de
la funcién ¢3 para escribir

(Hes, do) = (¢2, Hop) = 0,

ya que H ¢o sblo tiene proyeccién sobre el subespacio generado por {¢g, ¢1},
como se ve de la definicion de la funcién ¢; arriba. Por lo tanto las prime-
ras funciones (B.2]) satisfacen la propiedad (8.20)). La demostracién general
puede hacerse por induccién: consideremos la funcién ¢,

n

Gnir = How— Y (Hou, ok) br,
k=0

k=0

en donde hemos usado la propiedad de hermiticidad del operador H. Ahora
bien, por hipotesis

ﬁcf?k = Chr1Pkt1 + Crr + Ch_10k—1, (kK <n). (3.23)
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en donde ¢y = 1,¢, = (ﬁ¢k,<bk>,ck_1 = (f[(bk,ék_ﬁ. Sustituyendo (B3.:23))
en (B:22) obtenemos

n

Gni1 = Hon— Y (bny Gki1 + cubr + ch1r1) O,

k=0
n

= Hén—> ((C% Pk+1) + Ck{ns Pk) + Ch—1(Pn, Pr—1) )¢k

k=0
= I:I¢n - <¢n7 ¢n> (bn—l - Cn<¢n7 ¢”> ¢” ’

en donde el dltimo término no contribuye ya que k < n. Por lo tanto He,
satisface la propiedad (3.:20), i.e.

Hp = bni1 + olbn, dn) O + Oy dn) b1 -

De aqui vemos que los elementos de matriz del operador H son

he = (enlfllda)
" (Galowy
Dpsin = <¢”+1|FI|¢“> _ (Gnt1|dns1) ’
hoymi1 = <¢”|FI|¢"+1> _ (Gnt1|dns1) .

3.6. Diagonalizacién del Hamiltoniano

Sea H = —92 + V(z), un Hamiltoniano, y {¢;};-, una base. La represen-
tacién Matricial del Hamiltoniano en esta base esta dada por una matriz de
dimensioén infinita de la forma:

hn h12 h13 Lo hlj
hgl hgg h23 Lo hgj

H = . . e ,
hii hio his . . . hyj

en donde los elementos de matriz h;; estan dados por

(9| H]9;)

hi,j = -

(05
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Visto de esta manera, el problema de eigenvalores de Schrodinger se reduce
a la diagonalizacion de la matriz H (es decir, encontrar un cambio de base
en donde H tenga una forma diagonal). En este caso tenemos que resolver la
ecuacion secular, 6 ecuacion caracteristica:

det|H - E| =0,

que es en general una ecuacion trascendentald con un ntmero infinito de
soluciones. Esto es en realidad el origen de las dificultades.

Una forma de aproximar el problema de eigenvalores es considerar cortes
finitos en la matriz Hamiltoniana, por ejemplo un corte de tamano k X k:

h’ll h12 h'13 e hlk |

hor  hae has ... hog |
S

H=| hy hwo Mz oo b |
0 0

lo que equivale a suponer que fuera del bloque, los elementos de matriz son
cero. Esto es en realidad sélo una aproximacion. En esta aproximaciéon la
ecuacién caracteristica

=0 =
kxk

detHH—E‘

p(E) = o,

resulta ser un polinomio caracteristico Py <E> de grado k cuyas raices Eo, El, Ey...

corresponderan a una aproximacion a los eigenvalores verdaderos del proble-
ma Fy, Ei, Es . ... Para ver si esta aproximaciéon tiene sentido tenemos que
checar el limit

lfm det HH - EH L det|H — E| .
k—00 kxk

8Piense por ejemplo en una ecuacién del tipo tanz — z = 0.
9En el limite k — 0o se espera recuperar la representacion en serie de potencias de una
ecuacion trascendental con un nimero infinito de ceros.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 3. 59

0, equivalentemente que limy_,o E;(k) =E;, j=0...k.
. Qué significa entonces la aproximacién anterior?

Significa, como ya se dijo, que suponemos que el resto de los elementos de
la matriz en el Hamiltoniano que se encuentra fuera del bloque k x k, son
cero! El peligro reside precisamente en que en muchos casos estos elementos
de matriz no son cero y que pueden dar contribuciones importantes!

3.6.1. Ejemplos

° k=1, Ey = hy; (bloque de 1 x 1).
° para un bloque de tamano k, tenemos Py (F) = 0 y suponemos que
tiene k raices reales (H es Hermitiano) que podemos ordenar en orden cre-

ciente: By < Bh < Ey < ... < E.

Primer caso no trivial.

k=2
hin —E hia
det =0 =
hia hog — E
E2 — (hll + hgg) E + (hllhgg — h%2) =0. (324)

= Obsérvese que (hn + hgg) =Tr H, (hllhgg — h%2> =Tr H2 .

» La ecuacién (B.24)) tiene dos raices, las cuales son:

hiy +h hiy + hoy)?
E12: 11;_ 22i\/( ll—z 22) +h%2_h11h22'

El eigenvalor asociado al signo '—’corresponde al estado base .
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3.6.2. El Teorema de Cayley-Hamilton y alrededor

Tomemos el Polinomio Caracteristico para la matriz H de dimension k X k,
P(E) = E¥ —c, "' 41 6 B" 24 4+ () G B+ () g B4 (). (3.25)

Se sabe que los coeficientes ¢; son polinomios elementales simétricos de los
valores propios €;,7 = 1,2, ...k de la matriz H,

01:€1+€2—|—...—|—6k,

Cy = €1€2 + ...+ €x_1€k ,

Ci, = €1€9...€_1€k .

TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

El Polinomio Caracteristico de la matriz H con la matriz H como su ar-
gumento es idénticamente cero

Po(H) = H* —¢, H*" ' 4 H" 24 4 (=) e H .+ (D) g  H+ (=) e =0.

Definimos las trazas

k
t,=TeH" =Y & =t(), p=123,.. (3.26)
i=1
para la matriz H, que en general depende de k? pardmetros complejos (reales).

A los t,(€) se le llaman polinomios de Newton de los argumentos ¢;, i =
1,2,...k.

Se tienen dos propiedades:
= Para un ntimero de argumentos k fijo, los polinomios elementales simétri-
cos ¢;, © = 1,...,k estan relacionados con los polinomios de New-

ton “via los polinomios llamados polinomios de Bell”. Los polinomios
Civp = 0 para p > 0 (no existe).
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= A partir del grado k, los polinomios de Newton son “algebraicamente
dependientes”

ty(e) = Pol,_i(t1(€),ta(e), ..., tu(e)) , p>k , (3.27)
donde los polinomios Pol,_j son conocidos.

De estas dos propiedades de los polinomios elementales simétricos y de los
polinomios de Newton podemos saber que habra una dependencia entre las
Trazas, y que en lugar de las variables escalares podemos usar las Trazas. En
particular, en el caso (327 el Teorema dice que:

tp = POlp_k (tl, tg, ceuy tk)
p>k S————
k Trazas L.i.

Esto permite escribir los coeficientes ¢; en ([3.25]) en términos de las Trazas
B26)) ¢;(T) para llegar finalmente a

Pu(E) = E* — c)(T)E* ' 4 c(T)E* 2 + ... + (=) (T E" '+
oA (Dl ((TYE + (—)Fer(T), (3.28)

en donde
ci(T) =TrH | o(T) = (TrH)*> — TrH?, etc.

La férmula (3.28)) nos permite construir facilmente la ecuacién caracteristica.
Para una Matriz 2 x 2, calcular ¢, t9, t3. Demostrar que
t3 = Oét? + ﬁtltg .

Encuentre los coeficientes «, 5. Conjetura: los coeficientes a, § son universa-
les, independientes de la matriz particular.
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LECCION 4

Funciones analiticas (repaso)

Dios creo los numeros naturales; lo demds es obra del hombre.
L. Kronecker (1823-1891)

4.1. Funciones analiticas

Empecemos por un poco de Historia (consideracién de Kronecker). Hace
algunos miles de anos:

numeros naturales — numeros racionales
n n
m
— n i V n? +m?2
m

numeros irracionales

Podemos decir que para entender la existencia de los ntimeros irracionales
tuvimos que salir de la linea recta.

Vamos cudl es la analogia en el caso de funciones:
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funciones de una variable real — funciones + trayectorias
(linea) (plano)

Cada punto dos ntmeros:

= numeros complejos

Para una funcién f(x) de variable real se define la expansién de Taylor como:

f@) =3 Cola—wo)',  Co=—f@)]

n' dx™ T=x0
n=0

en donde la sucesién de coeficientes C), es convergente en algiin dominio al-
rededor del punto zy. La expansién de Taylor nos permite definir f(x) para
puntos vecinos en el plano complejo (Continuacion Analitica).

Por ejemplo, consideremos la funcién 1/(1 + z?) y su expansién de Taylor:

1

o 2 4 6
1+x2—1—$ +xt -z + ...

Esta serie es convergente solo para —1 < z < 1. Sin embargo la funcién
esta bien definida para cualquier valor de la variable x. Para entender esta
aparente contradiccion tenemos que ir al plano complejo y definir la serie

1—22 424 =204 ..

El radio de convergencia de la serie se define como la distancia mas pequena a
la primera singularidad. En este caso se tiene que para z = i, ———— —

00
1+ 22 ’
por lo tanto el radio de convergencia de la serie es z* = 1.

Para una funcién f(z), de variable compleja, diferenciable
f@)=u(@y) +iv(z,y); z=z+iy,

i1=v-—-1,
se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann:

ou Ov ou v

or oy ' oy  Or
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= continuidad y diferenciabilidad de f (2).
De aqui podemos obtener que:
Vu =V =0
u, v se llaman funciones armaonicas.

Ejemplo

f(z) = 22 =2 —y*+2xy
——

funcién armonica

4.2. Tipos de Funciones Analiticas

Una funcién analitica es una funcién que esta determinada localmente por
una serie de potencias convergente (su serie de Taylor). Existen tres tipos de
funciones analiticas:

= Regulares (o de una hoja -one-sheeted)
f (2) es regular a lo largo de cualquier trayectoria. Esto implica que Vz
existe un radio finito de convergencia para la expansion de Taylor.

ejemplos

e f(z) = constante

o f(z)=2" né€Z (excluido z = c0)

= Singulares (irregulares, de varias hojas -multi-Sheeted)
Tienen singularidades aisladas a lo largo de alguna trayectoria.

= Fronteras Naturales
Estas tienen secuencias densas de singularidades; si conocemos a f (2)
dentro de una region acotada por una frontera, entonces no podemos
conocer a la funcién afuera de dicha frontera.

!Las condiciones de Cauchy-Riemann aseguran que la derivada no depende del camino
que sigamos para conseguir el limite Az — 0.
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4.3. Funciones Singulares

4.3.1. Singularidades Aisladas (Polos)

El limite no depende de como nos acerquemos a z = a.

Si
(z—a)" f(2) “=" constante # 0,

se dice que z = a, es un polo de orden-n.

Ejemplos:

f(z)=——=, (polodeordennenz=a).

f(z) ==, (polodeorden2en z=0).

Si n =1 se tiene un polo simple.

En general

f(2) 2 —; C,, = residuo.

Otro Ejemplo

f(z)=2",

para z = 0o, se tiene un polo de orden-n.

Las funciones enteras sélo tienen singularidades en x — co. Por ejemplo los
polinomios f = P,(z), o la funcién f = e*.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 4. 67

4.3.2. Singularidades Esenciales

Una singularidad esencial ocurre en un punto para el cual el valor de la fun-
cion tiene diferentes valores cuando nos acercamos a tal punto. Por ejemplo
1
para la funcion e en z = 0:

.1 _
hm+ez:e°°:0, z2>0
z—0

, _1 +oo

lim e7z =™ = o0, 2 <0
z—0~

4.3.3. Puntos Rama (Branch Points)

1. Algebraicos: f ~a(z —b)™™, n: racional (no-entero)

2. Logaritmicos (No-Algebraicos)

Vamos a introducir algunos conceptos con un ejemplo:

4.3.4. Funcién /z

Consideremos la funcion raiz cuadrada:

SIS

fz) ==

Sabemos que hay una ambigiiedad en el signo de la raiz: + 3. . Cual es el
origen de esta ambigiiedad?

Supongamos que sabemos que nuestra funcion en el punto x es la raiz posi-
tiva +22. Ahora vamos a hacer una continuacién analitica al plano complejo:

i} .
f(2)=lzl2e%; 2=z
Si seguimos una trayectoria en el plano complejo girando 360° en contra de

las manecillas del reloj a partir de z = x, manteniendo |z| fija, regresamos al
mismo punto pero el signo de la raiz cambial!, es decir
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Im(z)
@

N

DAY

o\

7==0 \(P L

7 X Re(z

z=0

Figura 4.1: Continuacién analitica para la funcién 1/z. El punto rama (branch
point) se encuentra en z = 0, y el corte se toma arbitrariamente como la linea
que va de z = 0 a z = —oo sobre el eje real.

comenzando con
2=z, (|2l =2,06=0) = z=+z""

llegamos a

p=0+21 = \/E:|,z|%ei%ﬁ:—|,z|l/2

lo cual es una aparentemente una contradiccién! Para resolver esta situacion
podemos pensar que el punto al cual regresamos después de dar una vuelta de
360° se encuentra en “otra hoja” del plano complejo. Ahora bien, si rotamos
una vez méas (alrededor del punto rama), regresaremos al mismo punto!
Podemos imaginar que existe una linea imaginaria (o corte) en el plano
complejo de z en donde se unen las hojaﬂ. Asi la transicion de una hoja
a otra se hace cruzando el corte (o Branch Cut, en inglés). Decimos que la
primera hoja es Fisica. Por lo tanto, y dependiendo de la trayectoria que siga-
mos en el plano complejo z, tendremos valores diferentes para la funcién. De
esta manera, la introduccién de un corte nos permite definir sin ambigiiedad

2Aunque el corte lo podemos elegir arbitrariamente, normalmente para la funcién /z
se toma la linea que va de z = 0 a z = —oo sobre el eje real.
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una funcién multivaluada, con tal de que no se crucen los cortes. Un corte
es en general una curva en el plano complejo a través de la cual una funcién
analitica multivaluada es discontinua.

Por ejemplo, en el caso de nuestra funcién /z, tomemos un punto sobre el
corte (véase la FiglTl) y consideremos la diferencia entre los valores de la
funcion en cada “orilla” del corte:

Af = f(z+1i0) — f (z — i0) = 2ilz|2

esta es la discontinuidad 6 salto de la funcién /z a través del corte.

Mas generalmente, para una funcién de la forma
fz) =20,
se tiene que:

» Si v es racional; o = -, se tiene un punto rama de orden m.

no Gn
‘z|mem s

y la funcién tiene m hojas.

= Si « es irracional, se tiene un nimero infinito de hojas. Lo que implica
que jamas vamos a regresar al punto original si rodeamos al punto
rama. Este es un ejemplo de un punto rama logaritmico o no-algebraico.

Un ejemplo del caso a = irracional esta dado por la funcién logaritmo

f(z) =In(z),

igri2mn

f(z)=In|z|+i(¢+ 2mn)
n=0,+1,+2 43, ...

z=|zle

En particular si ¢ = 0, es decir z es un ntimero real, se tiene que

f(z) =1In|z| +i2mn, zeRN.
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Para finalizar vamos a dar algunos ejemplos de los diferentes tipos de fun-
ciones analiticas:

1. P, (z) Polinomios de la variable compleja z de grado n. Tienen un polo
de orden n-ésimo en z = oo.

2. e*;sin(z),cos (z). Tienen singularidades esenciales en z = oo.

3. tan (z),cot (2). Son funciones meromorficas (sélo tiene polos), y una
singularidad esencial en z = co.

Problemas:
= Investigar la funcién f (z) = tan (z).

= Investigar la funcién f (z) = 27, desde el punto de vista de sus singula-
ridades.

Solucion:
F=e = *(n(=) con z=|z|e" =

27— e\z\(ln|z|+i(d)+2n7r))
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Problema espectral de dos niveles

5.1. Estudio de la Ecuacion Cuadratica

La solucién de la ecuacion de Schrédinger en problemas reales es, en general,
muy dificil. Antes de tratar de resolver problemas mas complicados vamos a
estudiar el caso simple de un problema de dos niveles (Landau y Zener). Los
métodos que vamos a explorar son la Teoria de Perturbaciones y el Analisis
Asintético de las soluciones.

5.1.1. Propiedades analiticas de los eigenvalores
Consideremos el siguiente problema espectral

Téd =\, (5.1)

con T una matriz hermitiana (simétrica) 2 x 2:

a b
(5 )

en donde a, b, y ¢ son nimeros reales. La ecuacion caracteristica correspon-
diente la podemos escribir convenientemente como

N —24AN-B=0, (5.2)

71



Leccién 5. 72

con A=3(a+c)=3iTrT,y B=1V —ac= —detT. La ecuacién (52) es
una ecuacién cuadratica en el parametro espectral A.

Explicitamente las soluciones de la ecuacién caracteristica (5.2]) son
A=A+ VAZ+B.

Consideremos ahora el problema espectral como funcién del parametro A, es
decir

A=A(4).
Esta funcién tiene dos puntos ramal] en Ay = +iV/B, por lo que podemos
introducir dos cortes en el plano complejo A como se ve en la Figura (5.1]).

Im(A) f
¢iB2
Re(A) _
— . >
A=0 AL(A)+A_(A)

o-i B

Figura 5.1: Estructura analitica de las soluciones de las soluciones de la ecua-
cién cuadrética A2 — 2AX — B = 0 en el plano complejo A. Ambas solucio-
nes estan conectadas analiticamente mediante cualquier trayectoria arbitraria
que cruce un corte.

Inmediatamente vemos que si conocemos una de las soluciones, digamos A,
entonces podemos encontrar la segunda solucién si recorremos una trayectoria
en el plano complejo que cruce a uno de los cortes, i.e.

A (A) = A (A) .

!Correspondientes al punto rama z = 0 de la funcién +/z.
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De manera mas precisa:

=

A+(A):A+(A2+B)%| — A (A)=A— (A +B)

Continuaciéon Analitica

Al cruzar el corte ganamos una fase (signo) en la raiz cuadrada NEudaVe
y por lo tanto vamos de una solucién a la otra.

En particular los puntos rama corresponden a los puntos del plano complejo
en donde ambas soluciones coinciden (i.e. Ay = A_). La condicién necesaria
y suficiente para que las dos raices de la ecuacién cuadratica coincidan es que
su discriminantd] se anule, i.e.

D=4(A*>+B)= (A —A_)*=0,
es decir, en A = i /B (véase la Figura [(.1]).

Por otra parte, si A+ B = const. positiva = a?, entonces \; , = A+a, y no
hay singularidad, esto implica que se tienen 2 hojas de Riemann separadas.
Este es un caso muy especial en donde las raices no estan conectadas!. En
Mecanica Cuéantica esta situacién la encontramos en los problemas exacta-
mente solubles (como el Oscilador Armoénico, el potencial de Péschl-Teller,
el potencial de Coulomb y el potencial de Morse por ejemplo).

5.1.2. Analisis Asintotico

Ahora vamos a considerar el comportamiento de las soluciones de la ecua-
cién caracteristica cuando A — 4+oo con B > 0. Tomemos primeramente
Ay

A=A+ (A4 B)"

i) Si A — 400 =

B\? 1B
A = A+A(1+ﬁ) 2A+A(1+§P+...)

B
= 2A4+—+...
—|-2A—|-

2En general D = H?<j (i —25)*.
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i) SiA— —oco=

B\ 2 1B
A = A+|A|<1+E) 2A+|A|<1+§—+...)

A
A

Figura 5.2: Comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacion carac-
teristica del problema de dos niveles (ecuacién cuadratica (5.2))) como funcién
del parametro A para B > 0 fijo (véase el texto). El gap es A = 21/ B
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Del mismo modo podemos analizar el comportamiento asintético de la se-
gunda solucion

i) Si A — 400 =

B\? 1B
A = A-A(HP) _A—A<1+§ﬁ+...)
_ B
24
i) Si A— —oco =
B\? 1B
AL = A—|A|(1+P) _A—|A|<1+§F+...)
B
— 24— 4
oA "

5.1.3. Quasi Crossing

La distancia méas corta entre las soluciones A\, y A_ ocurre para A = 0:

(SIS

A=y —X)| =24*+B)"Y?| =2B

A=0 A=0 ’

de modo que el pardmetro B mide en cierta forma la repulsion entre las solu-
ciones (niveles). Cuando B — 0 los niveles parecen cruzarse. A este fenémeno
se le conoce como Quasi Crossing. Es un fenémeno que ha sido observado
experimentalmente y ha sido descrito por el presente andlisis conocido como
Teoria de Landau, Wigner y Zener.

5.1.4. Modos Cero (Zero Modes)

. Qué pasa cuando B = 07 En este caso las soluciones exactas de la ecuacién
cuadratica son A = 2A y A = 0 (!) Ha ocurrido un rearreglo muy particu-
lar de las curvas A (A), A_(A) (véase la Figura). Ha aparecido un tipo de
rompimiento de continuidad. También el gap entre los puntos rama ha des-
aparecido.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 5. 76

Recordando la definicién del pardmetro B inmediatamente vemos que B =
0 = detT = 0. Es decir que la matriz T" no es invertible. Entonces debemos
demandar que 71" sea invertible para no tener esta patologia.

Commentario:

Al eigenvalor idénticamente cero (A =0), se le denomina como modo cero
(zero mode). Este tipo de soluciones particulares requieren de una atencion
muy especial. En electrodindmica cudntica, por ejemplo, el foton tiene masa
cero (m = 0), igual que en QCD (Cromo-Dindmica Cudntica) los gluones no
tienen masa. FEsto corresponde a la aparicion de modos cero en las ecuaciones
de campo correspondientes. Estos modos cero se manifiestan por la aparicion
de divergencias infrarrojas en algunas integrales

[ae.
0

Para regularizar estas integrales (y tener integrales finitas) se pone fmz 40 dE
y luego se toma el limite m — 0. Tomese en cuenta que, de no hacerse
adecuadamente, se pueden ganar problemas complejos.

5.2. Teoria de Perturbaciones (PT)

5.2.1. Significado de la teoria perturbativa

Supongamos que tenemos un objeto (una ecuacién algebraica, una ecuacién
diferencial, una ecuacién integral, etc.) y que por una u otra razén nuestro
problema contiene un parametro pequeno A (en caso de no tenerlo podemos
inventarlo). Por ejemplo, supongamos que tenemos una ecuacién

f(z,\)=0 A — pardmetro pequeno , (5.3)

y queremos encontrar una solucién. Vamos a proponer esta solucion en forma
de serie de potencias en A:

r = imn)\" : (5.4)
n=0
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substituyendo (5.4) en (5.3) se obtiene:

f i)\"xn,A :0:ZA"Fn(x0,...xn),
n=0

omitiendo algunas sutilezas. De aqui que

Fo=0 =f(z,A=0)
Fl =0 = 1 = I (ZL’Q)

=0 = Ty = xo (71, T0)

Es muy importante que la primera de estas ecuaciones se pueda resolver para
el coeficiente z( (en este caso la aproximacion a la solucién es x = z). Una
vez resuelta la primera ecuacion podremos intentar resolver la segunda ecua-
cién para xy y asi sucesivamente. Entonces obtendremos un proceso iterativo
para aproximar la solucién. A veces la gente le llama a este método como el
método de Newton.

5.2.2. Primera forma perturbativa de la ecuaciéon cuadrati-
ca

Vamos a introducir el concepto de teoria perturbativa como una forma de
aproximar las soluciones de una ecuacion algebraica. En particular vamos a
suponer que no conocemos las soluciones de la ecuacion cuadratica

v —2Ar — B =0, (5.5)

y vamos a introducir un pardmetro pequeno A enfrente del término cuadrati-
¢

A2 —2Ax — B =0. (5.6)
3 En particular cuando A = 0, la ecuacién resultante si la podemos resolver (!)
B
—2Arzr—-—B=0 = = -
x T =z 54
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Vamos a suponer que las soluciones tienen una representacién en serie de
potencias en el pardametro A de la forma

I = i%)\n, (5.7)
n=0

en donde los coeficientes x,, son nuestras incognitas. Substituyendo esta serie
en la ecuacién (5.6) se obtiene

A (LL’O + )\LL’l + )\21’2 + )\31’3 + )2—214 (LL’O + )\LL’l + )\21’2 + >\3£L’3 + )—B =0.
Juntando términos con la misma potencia de A, se obtiene la serie (de Taylor):

(—24zg — B) X’ + (2§ — 2421) A + (2momy — 24w2) A + (27 + 22022 — 2A23) A> + .. =0
|\ —
Fo I I3 F3

en donde cada uno de los coeficientes F;, se tiene que anular, de donde se
obtienen los coeficientes

1B
="37

1 B?
1’1:+§—3

1B 5.8
T=—1c 5 (5.8)
.5 B!
[L’g—‘l‘@ﬁ

De aqui podemos adivinar la estructura de los términos en la serie perturba-
tiva:

Bn+1

Ty = Cp, —A2”+1 .

en donde los ¢, son ciertos coeficientes numéricos que usualmente no son
dificiles de encontrar.

Ahora olvidemos la suposicién de que A es pequeno (en realidad todos los

célculos anteriores no dependen de A ya que es un pardmetro auxiliar). Pa-
ra esto necesitamos que la serie (5.7) sea convergente para toda A, es decir
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cuando el radio de convergencia@ A* es 0co. Supongamos que A* > 1, entonces
para A = 1 la serie converge. Por otra parte si A* < 1 entonces podemos
intentar hacer una continuacion analitica al punto A = 1. Esto lo podemos
hacer siempre, con excepcién del caso en que \* = 0, situacién que ocurre fre-
cuentemente en problemas fisicos. En este caso hay que buscar otros métodos.

Tenemos pues las siguientes situaciones:

1. X*>1 = la serie converge para A = 1

2. \* <1 = Podemos hacer una continuacién analitica para ir al punto
A = 1. Para esto es necesario conocer todos los coeficientes F;, pero
en problemas reales no podemos conocer todos los coeficientes, solo en
algunos casos. Entonces, el procedimiento existe formalmente, pero es
casi imposible llevarlo a cabo.

3. A*=0 = En este caso la serie no tiene sentido.

Volvamos al caso de la serie (5.8). Es claro que la suma corresponde a la
solucién] (A=1)
1
. =A— (Az—l—B)5 )

Mediante este procedimiento hemos encontrado una de las dos soluciones.
. Qué se necesita hacer para encontrar la otra solucién?

Aqui tenemos un problema de Bifurcacion:
—2Axr— B=0 = 1solucidn,
si agregamos Az

Mr? — 24z — B=0 = 2soluciones (!)

4Recordemos que el radio de convergencia \* en un punto se define como la distancia

1
=14z+2°+...setiene
—x

mas pequena a la primera singularidad. Por ejemplo para T

1
que parax =1,= T—= — 00, por lo tanto el radio de convergencia de la serie es * = 1.
-

Scomo la funcién Vv tiene dos signos, i.e. :I:\/ podemos recuperar la otra solucién

1
ry =A+ (A2 + B) ? mediante continuacién analitica.
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Esto es un cambio cualitativo en la resolucién del problema.

., Cual es el origen de esta patologia? Por supuesto sabemos que la solucion
exacta de la ecuacion (5.6) es

[NIES

A+ (A% + \B)
T4+ = 2\

Si hacemos una expansion la raiz cuadrada obtenemos

9 . \B
(A*+AB)® = At ort.
Entonces 5
TR —oy
Tr =
{ 5’3+%%

Inmediatamente observamos que la solucién z, no tiene una expansion de
Taylor, aunque si tiene una expansion de Laurent:

C24+38+0(\) 24 B

— 4+ — A :
en donde el primer término % es singular en \. Ademas, cuando
=B
A—0
Ty — OO

Entonces cuando hacemos perturbaciones alrededor de A = 0, una solucién

la tenemos en v_ = —% (c.f. ec (5:8)) y la otra solucién esta en infinito. Es

necesario hacer algo inteligente para resolver esta situacion.

5.2.3. Segunda forma perturbativa de la ecuaciéon cuadrati-
ca

Supongamos ahora que en la ecuacién (5.6]) el pardmetro B es pequeno.
Supongamos por ejemplo que B = 0. En este caso las soluciones son

rx. = 0,
%
-

ry =
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Ahora vamos a desarrollar la Teoria Perturbativa de las soluciones de la
ecuacion cuadratica (5.6) en potencias del pardmetro B. Suponemos entonces

qudd
T = Z x, B".
n=0
Sustituyendo en la ecuacién (5.6]) obtenemos
A (BOSL’(] + Bll’l + B2SL’2 + B3LL’3 + )2

—2A (BOLL’O—'—BILL’l —|—le’2 +B3SL’3 + ) —B=0.

Juntando términos =

T_ =
B 12 —2Arg=0 = Ty =
r, =24
+ A
1 _ 1
24
B[ 2) — 241, —1=0 = = -
| 2Azom, =24z, T e —24 | L1
24
A
A2 Y
2 2 _ _ N diad S
B ‘ A (.f(fl + 2.3(70.3(72) QALUQ 0 = X2 2)\1’0 —9A A
8AS
(5.10)

La primera ecuacién tiene dos soluciones (!). La solucién de la segunda ecua-
ci6én (lineal) nos da 1, la primera correccién a cada una de las dos soluciones
x4, y la siguiente ecuacién (también lineal) nos da la segunda correccion o,
y asi sucesivamente, de tal forma que para el coeficiente delante de B™, la
ecuaciéon a resolver es lineal en x,,. Es facil ver que el radio de convergencia
de esta expansion en potencias de B, es muy grande. De hech

A2

A

Sin embargo, cuando A =0 = B* =0 (!), y tenemos una degeneracion, pues
las dos soluciones coinciden en este caso. jQué hacer?

B* =

6 Aqui los coeficientes x,, son diferentes a los coeficientes de la expansién en potencias
de X\ (Ec.[B), aunque por simplicidad mantenemos la misma notacién.

1
. AE(A%+2B)2
de la solucién exacta sabemos que x4 = % .
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5.2.4. Tercera forma perturbativa de la ecuacion cua-
dratica

Supongamos pues que A es un parametro pequenio y que podemos aproxi-
mar las soluciones de la ecuacién cuadratica en serie de potencias de A:

o
n
T = E Az, .
n=0

Procediendo del mismo modo que antes obtenemos
A Xi-B=0 = xozﬂ:\/%
1 1
A | 2)\213‘05(31 - 23(30 =0 = T = X

A2 — 2x 1 A
A% N (22 4 2wpws) — 227, =0 = xz:_;Tol:ﬁ =

Hemos obtenido dos soluciones, y una vez mas hemos obtenido una ecuacién
lineal para x; (!). Tal vez esta sea una propiedad general. En este caso pode-
mos decir que para cualquier problema no lineal la Teoria de Perturbaciones
se reduce a un problema lineal (Linearizacion).

El radio de convergencia de esta serie es:

A" =(\B)? |
el cual es finito para toda A y B diferentes de cero.
Soluciones complejas

Una pregunta de interés es si el procedimiento perturbativo anterior puede
describir soluciones complejas. Esto se deja como una Tarea al lector.

;Cual es la Conclusion?

Si queremos estudiar el problema en forma general tenemos que aplicar di-
ferentes tipos de Teoria de Perturbaciones, dependiendo del dominio que se
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quiera estudiar.

Se le pide mucha seriedad al lector. Se trata de resolver la Ecuacion Cuibica
A\z® —2A2* + Bx +2C%* =0 . (5.11)

Se le pide al lector estudiar las soluciones de ésta ecuacién mediante Teoria
de Perturbaciones y el Analisis Asintdtico.
Aqui tenemos cuatro parametros: \, A, B, C.

1. Estudie las diferentes formas perturbativas, respecto de cada uno de
los parametros de la ecuacion:

» \espequeno — x =y x,\", zo es una solucién de la ecuacién
—2Ax2 + Bxy + 2C? = 0. ;Cudles son los primeros coeficientes
0 4
1, X7

» Aespequeno — x =) x,A" ;Cudles son los primeros coefi-
cientes xg, 1, 27

» B es pequeno — 1 = [L’an i Cudles son los primeros coefi-
n=0 b
clentes Lo, 1, 1'2?

» C es pequeno — z =y > x,C". ;Cudles son los primeros coefi-
cientes xg, 1, o7

2. Estudie las diferentes formas asintéticas, respecto de cada uno de los
pardmetros de la ecuacién (B.1T)).

3. Suponemos que conocemos tres raices xro = a, b, c. Calcular la primera
correccion a estas rafces en la ecuacién ([5.1T]).

5.3. Analisis Asintético (Interpolacién)

Para introducir el concepto del andlisis asintético regresemos al caso parti-
cular de la ecuacién cuadrética Ec. (5.5):

22 —24r—B=0.
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Hemos visto en la seccién (5.1.2) que el comportamiento asintético de la
soluciones (a partir de las soluciones exactasﬁ) cuando A — £00 es

B
24 —— A — 400,

Ty = B ) r— = 24
21A] 24 A= —o0.

Este comportamiento asintético también lo podemos obtener de las propieda-
des de la ecuacion cuadratica. A continuacién describimos el procedimiento:

= A — +4o00. Para determinar el comportamiento dominante suponemos
que la solucién se comporta como una ley de potencia

z=aA’ + O(AP), (5.12)

en donde o y 8 son ahora nuestras nuevas incognitas. Sustituyendo
(512) en la ecuacién cuadrética obtenemos

oa? A% —20APT —B=0. (5.13)

Para poder continuar debemos hacer una suposicién general sobre el
parametro (5. Por ejemplo, podemos suponer que, o bien 3 es positivo,
o [ es negativo. Vamos a considerar ambas posibilidades:

e Supongamos que § > 0. En este caso los dos primeros términos de
la ecuacién (BI3)) creceran cuando A — oo y podemos por tanto
despreciar el dltimo término (constante —B). En consecuencia, pa-
ra satisfacer la identidad resultante, es necesario que los términos
restantes tengan el mismo orden

26=0+1 = =1,
y que el coeficiente respectivo se anule:

o> —2a=0 = a=2.

8De las soluciones exactas obtenemos: z4 = 24 + £ — 83723 +0A )y =-E +

2
L5+ O0(A)
9Comportamientos asintéticos logaritmicos del tipo x ~ ozlog'B A nunca aparecen en
las ecuaciones algebraicas.
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Por lo tanto, el comportamiento asintético resulta ser
r=2A+0(A) ,

y corresponde con la solucion .

e Ahora supongamos que 8 < 0. En este caso el primer término de
la ecuacién (B.I3)) tiende a cero cuando A — oo y podemos des-
preciarlo. Ahora, para resolver la identidad resultante necesitamos
que

B+1=0 = f=-1,

20— B=0 = a=-B/2.
Por lo tanto, el comportamiento asintético resulta ser

_ B -1

correspondiente a la solucion z_ .

s A — —o0. Nuevamente suponemos que el comportamiento de la solu-
cién es de la forma (5.12). Consideramos los casos >0y S < 0:

e 3> 0. En este caso el primer término en (5.13)) es positivo y crece
cuando A — —oo. Podemos por lo tanto despreciar el tltimo
término en (5.I3) para obtener

QA% —20APT =0,
de donde obtenemos que 26 =0+1,=0=1,a=2, i.e.
r=2A+0(A),

correspondiente a la solucién z_. Aqui conviene enfatizar que este
comportamiento asintotico para A — —oo es el mismo que obtu-
vimos en el caso anterior cuando A — oo, pero que corresponde a
una solucion diferente.

e 3 < 0. En este caso podemos ver las siguientes situaciones:

(a) Si —1 < 8 < 0, no es posible satisfacer la identidad (5.13)).
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(b) B = —1 si hay una solucién. La identidad resultante es
2
a

El primer término es positivo y tiende a cero cuando A — —oo.

Entonces, en este caso obtenemos o = 3 y por lo tanto
B B

correspondiente a la solucién x .
(¢) B < —1 no existe solucién alguna.

5.3.1. Términos subdominantes

El procedimiento anterior no sélo nos permite encontrar el término
principal en el comportamiento asintético de las soluciones de la ecua-
ci6én cuadratica (B.1]), sino también nos sirve para encontrar el siguien-
te término - el término subdominante. Para ejemplificar esto, vamos a
considerar el caso

ry 22A+0(A), A— o0

Podemos suponer pues, que el siguiente término en la expansion asintéti-
ca tiene la forma

~a' AP p<1.
Entonces, substituyendo el Ansatz = 24 + o/ A? en la ecuacién
cuadratica obtenemos
20/ AP 4o/ AP B =0. (5.14)

Para encontrar los pardametros o, 8’ podemos suponer que dos términos
son del mismo orden:

e Por ejemplo, si comparamos los dos primeros términos obtenemos
B +1 =20 es decir §/ = 1, pero esto esta en contradiccién con
la suposicién de que estamos buscando un término subdominante
con ' < 1.
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e Si comparamos los 6rdenes del primer término y del tercero g’ +
1 =0, con lo cual obtenemos

5/:_1’ Of/:

y por tanto

B

e Si comparamos los érdenes de los dos tultimos términos obtenemos
B =0, con lo cual el primer término creceria cuando A — ooy
no podriamos entonces satisfacer la identidad (5.14).

5.3.2. Interpolacién

No sabemos cudles de las soluciones asintéticas obtenidas corresponden a
una misma solucién. Veamos si podemos encontrar una interpolacion. Des-
pués de algunas meditaciones, podemos decir que existe una sola funcién que
interpola los comportamientos obtenidos:

1
T+ =A+ (A2—|—B)2 .
Se le deja al Lector (a razén de una Tarea) que piense si existe otra solucién?

Es claro que podriamos pensar, por ejemplo, que siempre se puede
introducir en la interpolacién un factor de la forma SZ—((%’ si

P, (A
n(4) — 1, cuando A — £o00.
Qn (4)
Se le pide al Lector de manera informal que trate de encontrar otra(s)
interpolacién(es)

. Es posible hacer Interpolaciones para las raices de la ecuacién Cubica?

Cuando estudiamos el problema espectral en representaciones matriciales
de tamano finito (bloques) no se dijo nada sobre la nocién de convergencia
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del método. En realidad, este sigue siendo un problema abierto, aunque la
mayoria de la gente piensa que el método es convergente[ol.

Cuando estudiamos el problema de dos niveles (caso 2 x 2)

=N —-2A\-B=0,

a
C

c
b

ol . .
encontramos dos puntos rama en A = +iBz en donde las soluciones (ei-

genvalores) coinciden. Es decir, encontramos que ambos eigenvalores estan
conectados analiticamente. Vamos a proponer ahora el siguiente

En el problema de tres niveles (caso 3 x 3)

=\ —24\N - BN+ (0 =0,

o Qe
S O X
O - O

Problema: Encuentre explicitamente los puntos rama de las soluciones pa-
ra la ecuacién caracteristica del problema espectral de 3 niveles en el plano
complejo de A en términos de B y C'. En particular, la simetria de la matriz
hermitiana nos dicta la forma en que estan distribuidos los puntos rama. (El
problema se presenta dificil, no sabemos la solucién explicita).

El esquema es valido para n-dimensiones. Todas las raices del polinomio
caracteristico se encuentran conectadas analiticamente en una superficie Rie-
manniana de n-hojas, y en donde se tienen puntos rama asociados con el
punto rama de la raiz cuadrada V-

Problema: Considere el potencial anarmoénico

V = 2%+ gt

0Es decir que a medida que aumentamos el tamafio de los bloques (incluyendo cada
vez méas elementos de una base) el método es convergente.
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y la base ortonormal de eigenfunciones del oscilador arménico

22

vy, =H,(x)e 2, n=0,1,... (5.15)

en donde H,(z) son polinomios de Hermite. Encuentre la repre-
sentaciéon matricial del Hamiltoniano
H=—-0+2"+gz*,

en la base (5.10) (debidamente normalizada). Los elementos de
matriz se denotaran como

Las integrales necesarias aparecen en los manuales. Dado que
(U, H) = 0 si m — k = impar, podemos considerar una ma-
triz para los estados pares, exclusivamente, y otra matriz para
los estados impare.

Considere los casos

(a) 2 x2:
hoo Doz
hao hao |
en donde hgy = hog, v
(b) 3% 3:
hoo  hoz  hoa
hao haa  hay
hao has has

en donde hog = hgo, h04 = h40, h24 = h42. Encuentre las
energias en ambos casos y compare. Se sugiere usar la si-
guiente notacién para dichas energias

2x2 2x2
E(] 7E2 )

3x3 3x3 3x3
EO 7E2 ) 4 )

.ete.

1 Como el potencial es una funcién par en la variable z, i.e. V(—z) = V(x), sus eigen-
funciones tienen una paridad definida.
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Es importante senalar que cuando usamos una base finita,
como en el caso anterior, y vemos el comportamiento de las
soluciones para g grande, inmediatamente encontramos una
patologia: F o g, pero se sabe que E g%. Nunca vamos a
reproducir este comportamiento con una base finita (!).
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Teoria de Perturbaciones |

En el capitulo anterior nuestro tratamiento del problema espectral en térmi-
nos de una representacion matricial de tamano finito fue esencialmente no-
perturbativo debido a que no teniamos parametros pequenos en el método.
Ahora veremos la aproximacion perturbativa para resolver la ecuaciéon de
Schrodinger

Hp = )" +Vip = Ev e L?. (6.1)

Supongamos que nuestro problema tiene un parametro pequeno A, y que el
potencial se puede escribir como

V=Vi+ Vi, (6.2)

donde Vi es una perturbacion al potencial Vj correspondiente a un problema
exactamente soluble. Entonces la aproximacién perturbativa consiste en su-
poner que la energia se tiene una representacién en serie de potencias de A
de la forma

E= i \'E, . (6.3)
n=0

Mientras que la aproximacién para la energia es algebraica, tenemos ademés
un elemento nuevo: tenemos también una forma perturbativa para las eigen-
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funciones, en serie de potencias de A de la forma
=> XN'0,(z) =  Rayleigh-Schridinger P.T. (6.4)

La teoria perturbativa de Rayleigh-Schrodinger es una teoria aditiva en el
sentido de que las correcciones perturbativas, tanto a la energia como a las
funciones de onda, son precisamente aditivas. En los siguientes capitulos ve-
remos otros tipos de teorias perturbativas no-aditivas. La teoria perturbativa
de Rayleigh-Schrodinger se encuentra descrita en todos los libros de texto de
Mecanica Cuantica por lo que no lo vamos a ver en mucho detalle.

6.1. T.P. de Rayleigh-Schrodinger

En la teoria de perturbaciones de Rayleigh-Schrédinger, las aproximaciones
a las energias (6.3)), y a las eigenfunciones (6.4]) se hacen para cualquier estado
del operador H por lo que podemos escribir de forma mas general

=D NED . ¢B(@) =Y A, (6.5)
n=0 n=0

en donde el superindice *) se referird al k-ésimo estado excitado del operador
H.
Sustituyendo las expansiones (6.5) en la ecuacién de Schrodinger

(Ho + AV)p® = By ®,
c.f. (610), se obtiene

(Ho + A\V1) (Z AP0 (4 ) = (i APE;“) <i Aq\ygk>(x)) . (6.6)

p=0 q=0

Ahora, juntando términos con la misma potencia de A se obtiene, orden por
orden:

=\ ’Ho\If(()k) = Eék)\lf(()k) , 0 equivalentemente: (’Ho — E(()k)) \I/((]k) =0,

la aproximacion de orden cero corresponde precisamente al problema
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no-perturbado, i.e. \Ifék) es la eigenfuncion exacta, y E ) la energia

correspondiente, del k-ésimo estado excitado del operador H,.

« N U e = gRe gy

0, mas convenientemente:
(10— E) 0 = (B - vi) wll). (6.7)

Aqui, nuestras nuevas incégnitas son: la primera correcmon a la energia
E(k) y la primera correccién a la funciéon de onda \If ) del estado k-
ésimo. Entonces, como primer paso para resolver la ecuacién anterior
usamos la base de eigenfunciones del operador H, (i.e. {\If(()m)}), con lo

1 pk)
cual expresamos a ¥;"’ como

= N ol (6.8)
m=0,(m#k)

Es importante hacer notar que la primera correccién a la funcién de on-
da la buscamos en el complemento ortogonal a la funcién no-perturbada
. Por esa razén en la suma en (68) se excluye el término m = k.

Sustituyendo (6.8)) en (6.7)) y, usando el hecho de que las funciones \If((]
son eigenfunciones del operador Hg, obtenemos

Z o® ( E(k)) wm = (EY“) - Vl) v (6.9)
m=0,(m#k)

Ahora, si multiplicamos escalarmente ambos lados de la ecuacién ([6.9])

pOIE \I/((f), ¢ # k, y usando el hecho de que las eigenfunciones del
operador H, forman un conjunto ortonormal completo, llegamos a

k ¢ k ¢ k
) (BY = BY) =~ viw) =~ (048,
de donde obtenemos inmediatamente la solucién para los coeﬁciente

¥ de la expansion ©3):

E(()m) B E(()k) g

B decir (W), 3205 oy O (B = EY) 0y = (0, (B - vi) wil).

2(Cambiando la notacién ¢ — m)
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Entonces, la primera correccion a la funcién de onda esta dada por

© mG
m=0,(m#k) Ey” — Eg

De igual manera, para obtener la primera correccién a la energia, mul-
tiplicamos ambos lados de la ecuacién (69) por U e integramos. El
lado izquierdo se anula, por lo que obtenemos

B — (Y, o)y =0,

con lo que la primera correccién a la energia del k-ésimo estado excitado
es igual al valor de expectacion del potencial perturbativo en el estado
no-perturbado correspondiente:

B — (0P, VitlP) = VA = (V. (0.1

Nétese que en este método es necesario conocer todos los estados \Ifék) del
sistema no-perturbado, asi como todos sus eigenvalores Eék). Esto implica
que Vj tiene que ser un Potencial Fxactamente Soluble. Entonces, aunque el
procedimiento es muy bello, sélo lo podemos aplicar de manera constructiva
cuando Hy es exactamente soluble. Desafortunadamente sélo conocemos 4
potenciales de este tipo (véase la Tabla[6.111)

Tabla 6.1: Lista de Potenciales Exactamente Solubles

1 V=22 Oscilador Arménico
1
2 Vo=—- Problema Coulombiano 3-d
r
A . .
3 VW= Poschl-Teller (Importante en Solitones)

4 Vo= A(e 2™ —2¢7) Morse (Importante en Fisica Molecular)

No se incluye el pozo cuadrado infinito.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 6. 95

Determine las férmulas para la segunda correccion en la T.P. de
Rayleigh-Schrodinger.

Solucion

o N HUP vl = PP gl =

podemos reescribir esta ecuacion como
(o — EO) 0l = EOw + (B0 —vi)wl . (6.12)

Es interesante observar que el operador en el lado izquierdo es el
mismo que en la ecuacién (6.7) para la primera correcciéon per-
turbativa.

Para obtener la segunda correccién a la energia podemos multi-
plicar la ecuacién (6.12) por la izquierda por \If(()k) e integrar para
obtener

0=E — (v, i v}?),

y usando la forma de 0" (Ec[BI0) obtenemos la formula para
la segunda correccién de la energia

> mk Y/ km
() virt vy
EP -y L (6.13)
(k) (m)
m=0,(m#k) EO - EO

De esta férmula se desprende una consecuencia muy importante:
cuando se estudia el estado base (k = 0), todos los denominadores
en la Ec. (6.13) son negativos (ya que E(()kzo) < E(()m)) y por lo
tanto la segunda correccion perturbativa a la energia del estado
base siempre es negativa, i.e.

EY <o.

6.1.1. El potencial de oscilador anarmoénico

Como ejemplo de aplicacion de la teoria perturbativa de Rayleigh-Schrodin-
ger vamos a considerar el oscilador anarmoénico en una dimension:

2

d
H= —@+x2+gx4. (6.14)
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Tabla 6.2: Lista de algunos Potenciales Perturbativos.

1 Oscilador Anarménico Vi=gat
2 P. Coulombiano +E = const. (Efecto Stark)) Vi=Ez
3 P. Coulombiano +B = const. (Efecto Zeeman)) V; = B2(22 + 3?2

4  Morse Vi = e 3

El Hamiltoniano del sistema no-perturbado corresponde al del oscilador armoni-
co:

Hg.a. = —@ +x° (615)
el potencial perturbativo es entonces
Vi =at,

y la constante de acoplamiento en (6.2)) es A = g.
Las eigenfunciones y eigenvalores del sistema no-perturbado (oscilador arméni-

co (6.15))) son:
)y _ 1 —22)2
U, (x) TSR H,(x) e , (6.16)

E™ =2n+1, n=01,2...,

en donde H,(x) son los polinomios de Hermite con normalizacién

+0o0
/ = Ho(2) Hon(2)d = /72" 1) Gy

o0

ver Tabla de modo que las eigenfunciones Ul estan normalizadas
( 0

segun:
/ T ()0 () dz = 6,

o
Ahora, vamos a considerar las primeras dos correcciones a la energia del es-
tado base n = 0. Para esto necesitamos los elementos de matriz del potencial
perturbativo V; = x*:

(n|z*0) , n=10,1,2... .
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Es facil ver que los tinicos elementos de matriz diferentes de ceroﬁ son:

Ve = (ola0) = 2, (617
V0 = (2]a]0) = % , (6.18)
Vi = (ale0) = /2 (6.19)

(6.20)

Entonces, la primera correccién a la energia del estado base (que es igual al
valor de expectacién del potencial perturbativo, ec. (G.IT])) es

E® = (0]11]0) = (0]2]0)

La segunda correccién a la energia, segin la ecuacién ([6.13)) es
B0 _ i vmevem P Vi
2 0 m) (0 2 0 4
B -E" B -EY B - EY
2 2
Gl VA
V) 2

_ _ 2 6.21
1-5 + 1-9 16 ( )

(c.f. (I0I4)). Entonces, la energia del estado base del oscilador anarménico
(6:14) hasta el segundo orden es

3 21
EO~EQ 4+ g8 4 2D+ =14 AT AR (6.22)

Existen otros potenciales para los cuales existen sélo algunas soluciones
exactas.

= Por ejemplo para

24

V = — (4n + 3) 2* + 25, Ug=e 1 (n=0) 1 estado.

Para n # 0, se conocen (n + 1) estados de paridad par x — —z en for-
ma explicita. Situacién fisica: Reacciones Quimicas, ecuacién Fokker-
Planck con: V = —32% + 2.

3Esto es facil de ver si recordamos que el término z* puede expresarse en términos de
polinomios de Hermite.
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= Para el potencial anarmonico
V =a®+ gzt

no se conoce ningun estado propio en forma explicita.

6.1.2. Otros Métodos Perturbativos
(2) P(x) = exp{—> 2y A"¢n(x)}, T.P. Logaritmica

(3) w(zx) = O g A" fu(z))e % , T.P. Dalgarno-Lewis

(4) p(z) = o0, AN (z)) e Xn=oX"®n T P. general (mixta)
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El Problema Inverso de la Mecanica Cuantica

7.1. EIl Problema Inverso

El paradigma de un problema en la Mecanica Cuéntica No-Relativista con-
siste en resolver la ecuacién de Schrodinger para un potencial dado V, y
obtener con ello el espectro de energias y las funciones de onda correspon-
dientes {E,, ¥ }:

v
R
Hip = EY
4
Un, En

En el procedimiento inverso, se propone una funcién de onda plausible, que
pudiera describir un estado fisico (digamos una funcién de onda vy que des-
criba el estado base), y se determina el potencial para el cual, ésta funcion,
es una eigenfuncién exacta.
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Yo
N
Hy = Ey
Y
%7 EO

Es decir, buscamos un potencial V{ tal que

Hoo = —1bg + Votbo = Eotdy |

i.e. tal que
"

Voo By= 20 (7.1)
Yo

en donde Ej es una constante (la energia correspondiente a 1) la cual pode-
mos poner como Fy = 0, sin pérdida de generalida. De la definicién ([Z.1])
vemos que una condicién necesaria para que el potencial Vj no sea singular es
que los nodos de ) se cancelen de alguna manera con los nodos de 1. Para
una funcién 1y, que no tenga nodos (el estado base) el potencial asociado V;
no tiene problemas con posibles singularidades.

Vamos a jugar un poco con este enfoque del problema inverso. Como primer
ejemplo tomemos el caso en que la funcién 1y es una funcion gaussiana de la
forma

[N

T

Yo=e€e" 2, x€(—00,+00). (7.2)

Esta funcidn, sin nodos, describe el estado base de un cierto potencial. ; Cudl
es este potencial? Usando la relacién ([ZI]) obtenemos que

"
Vo—Ey = w—o =22 -1.
0

Inmediatamente reconocemos el potencial de un oscilador armonico con fre-
cuencia unidad (Vy = 2?). La energia correspondiente a vy es Ey = 1.

Mas generalmente, la funcién

o = e 2, (7.3)

IEsta seleccién equivale a una definicién especifica del nivel de referencia para la energfa.
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representa el estado base de un oscilador arménico de frecuencia w, y cuya

energia es Fy = w, i.e. V) — By = w? 2% — w.

Si complexificamos un poco el problema, podemos considerar una funciéon
de onda con un nodo. Por ejemplo

Vo— Ey=w?2? — 3w .

El potencial también es el de un oscilador armoénico de frecuencia w, pero la
energia correspondiente es Fy = 3w. De acuerdo con el teorema de Sturm
esta funcion debe corresponder a la funcién asociada con el primer estado
excitado del oscilador arménico, ya que tiene un nodo (en z = 0).

Tarea | Escriba una funcién de onda similar a la anterior pero que descri-
ba un estado excitado con dos nodos. Determine el potencial correspondiente.

7.2. Problemas casi exactamente solubles (quasi-
exactly-solvable)

7.2.1. Potencial séxtico

Siguiendo este procedimiento inverso nos preguntamos ahora lo siguiente:
para la funcién de onda sin nodos

(S

x

Yo =e" T, (7.4)

jcudl es el potencial del cual ésta funcién de onda es una solucion exacta?
Nuevamente, usando la relacién (7)) obtenemos

Vo — Ey=2%—-32%, (Ey=0). (7.5)

El potencial (Z.5)) es un potencial anarmonico de doble pozo muy no trivial,
del cudl conocemos (por construccién) la eigenfuncién exacta de su estado
base, pero nada més (!). La figura (I muestra la forma del potencial y
la funciéon de onda vy. Al contrario de lo que uno esperaria intuitivamente,

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 7. 102

y(x)
1 2
x
Figura 7.1: Potencial séxtico Vj = 2% — 322 y la funcién de onda de su

estado base iho(x) = e *"/4,

la funcién de onda del estado base no tiene dos picos (dos maximos que
corresponden a los minimos del potencial), y sélo tiene un méximo (méxima
probabilidad) en x = 0, que corresponde con el maximo del potencial en el
cual la particula se encuentra en una posicién de inestabilidad! La energia
del estado base es igual al maximo del potencial.

Continuando con esta estrategia podemos considerar ahora una funcién
similar a la funcién (Z.4]) pero con un nodo en el prefactor de la forma

24

Yo=mze T . (7.6)

Esta funcién corresponde a un primer estado excitado. El potencial asociado
(CT)) para el cual la funcién (7.6) es una solucién exacta de la ecuacién de

Schrodinger es
Vo—Ey = 2°—52%, (Ey=0). (7.7)

Naturalmente podemos proponer ahora una funcién similar a la funcién (4]
pero con dos nodos simétricos en el prefactor de la forma

24

Yo = (2 —A)e 1 . (7.8)
El potencial asociado para el cual la funcién (8] es una solucién exacta de
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la ecuacion de Schrodinger es
28 — Az® — Tat + 3 Ax? + 2
22— A '

Para eliminar la singularidad en el potencial podemos reescribir el numerador
como

(22— A) (2P +az’ + B2 +7) = 2%+ (o — A) 2°+(8 — Aa) '+ (v — AB) 22— Ay

Vo—Ey =

(7.9)

y comparando, encontramos o = 0,8 = —7,7v = —4A y 4A? = 2, lo que
implica que tenemos dos soluciones para las cuales es posible eliminar los
polos simples en (7.9):

1
Ay = £—
- V2
b (2¢ 1)‘f (7.10)
= €T e e 5 .
’ V2
que corresponden al mismo potencial
Vo = 2% — 2% (7.11)
con energias
4
Er=4+—. (7.12)

V2

La solucién v, ver ((L.I0), que no tiene nodos en x € (—00, +00), corresponde
al estado base con energia E, = —4/ V2, mientras que la solucién e, que
tiene dos nodos en x = +1/v/2, corresponde al segundo estado excitado
con energia Ef = 4/4/2. El potencial (Z.II)) tiene dos soluciones exactas y
representa un ejemplo de un sistema casi exactamente soluble.

En general, para el potencial

Vip=a"—(@dn+2p+3)2°, n=0,1,2,... , p=0,1, (7.13)

conocemos de manera algebraica (usando métodos de algebra lineal) (n + 1)
estados excitados de paridad (—1)P con funciones de onda de la forma

24

U,, = 2’ P(a¥)e 1 | (7.14)

(ver A.V.Turbiner, Communications in Mathematical Physics 118, 467-474
(1988)).
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Vix)

Figura 7.2: Potencial séxtico V = 2° — 72? y sus dos eigenfunciones exactas

z4
Yoo(z) = (22 F 1/v/2) e~ 't correspondientes a las energias Fyo = +2v/2.
Para las funciones de onda 1)p2(x) el eje horizontal se ha desplazado para
que coincida con los niveles de energia correspondientes.

7.2.2. Problema inverso en la ecuacion de Riccati

En muchos casos practicos es conveniente escribir la funcién de onda en la
forma exponencial

Y(z) = e 9@ (7.15)

En este caso el potencial asociado a la funcién de onda ¥ (z) esta dado por

_ ¥

V-E 2
v T —9

En el siguiente capitulo veremos que, si definimos la funcién y = ¢’ obtenemos
una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden no-lineal de Riccati para
la funcion y:

vy -yt = E-V. (7.16)

Esta ecuacién define el potencial asociado en términos de la funcién y.
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7.2.3. Potencial de oscilador armoénico desde la pers-
pectiva del problema inverso

»

_Zz 2

Ejemplo 1: Si g = e~ 2, entonces ¢y = %, yo = z con lo que obtenemos
inmediatamente
Ey—Vo=yy—ys=1-2a".
ch

Ejemplo 2: Si ¢ = xe™ 7, entonces ¢ = % —In(z), y1 =z — 2 con lo que

obtenemos

1 1
_ 2 _ 2 _ 2

22

Ejemplo 3: Sitp, = (22— A) e~z , entonces ¢, = & —In(z2—A), y» = v— 2
con lo que obtenemos el potencial asociado:

Ey—Vo=yh—ys =

) 2 N 472 2 422 422
A (AR T T R4 (22— AP
422 — 2
=1—2a? .
T +x2—A

de donde podemos identificar, por ejemplo, que Es; = 1y, a un potencial V5
que tiene singularidades! Para salvar esta situacién podemos elegir adecua-
damente el parametro A de tal manera que estas singularidades del potencial
se eliminen. Escribiendo

4o — 2 -1

22— A - 4:62—A

_ : 1
—4, SIA—§,

obtendremos nuevamente el potencial de oscilador armoénico y una energia
E2 =b:
_ 2
Ey—Vo=5—-2a",

correspondiente a la funcién de onda del estado excitado con dos nodos:

Yo = (2" — 1) e T xx (42° —2)e” T = Hy(z)e 7,

2

(N

en donde Hy(z) es el polinomio de Hermite de grado 2.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccién 7. 106

De los tres ejemplos presentados hemos visto que siempre hemos obtenido
un potencial asociado ([.I]) de oscilador arménico con energias F, = 2n + 1

22
con funciones de la forma v,, = P,(x)e” 2, en donde P, es un polinomio de
grado n = 0, 1, 2. Entonces podemos proponer el siguiente acercamiento:

22

Siv, = P,(x)e™ =, cudl es el potencial asociado y qué requerimientos debe-
mos imponer a P, para que el potencial resultante no tenga singularidades?
En este caso

x? P! (x)
n — o -1 Pn s n — 4 — - s
on=— —In (), =2 P (2)
por lo tanto
P'(x)  P?(x) P'(z) P?(x)
En_ = I 2 — 1_ n n o 2 2 n o n
= Po) T PAo) " TR T P2
P! — 22!
=1—g?- "0 il

I
Ahora, si queremos recuperar un potencial de oscilador armoénico, entonces
en el ultimo término la razén debe ser igual a una constante, digamos .
Entonces, en este caso se requiere que todos los polinomios P, satisfagan la

ecuacion
P! — 2zP! — AP, = 0.

Podemos reconocer inmediatamente que esta ecuaciéon es precisamente la
ecuacién de Hermite(!), en donde A = 2n. Por lo tanto obtenemos

E, = 2n+1,

(N

xZ

vy = Hy(z)e 'z .

7.2.4. Potencial de oscilador anarmoénico desde el pun-
to de vista de la teoria de perturbaciones

La forma del potencial V = 25— 322 (TH), para el cual conocemos el estado
base exactamente, es muy particular. ;Qué podemos hacer para tratar el
potencial séxtico mas general (de dos términos) de la forma

V = 1% 4+ a2?, (7.17)
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con el parametro « arbitrarioﬁ, a partir de la soluciéon que ya conocemos
(a« = —3)7 — Una idea es intentar aplicar una teoria perturbativa con la
perturbacion

Vi=V -V, = (a—3)2?%,

que en realidad es la desviacion de potencial original y Vj. Pero hay otra idea:
vamos a construir una funcién de onda vy que dé la descripcién apropiada
del comportamiento de la funcién de onda exacta a distancias grandes y
pequenas. Después podemos usar la férmula (7.1]) para restaurar el potencial
Vo. Es una muy buena idea pero en la practica es muy dificil construir tal
funcién de onda (y desarrollar la teoria de perturbaciones) cuando la funcién
de onda cambia rapidamente, por ejemplo de manera polinomial a distancias
pequenas, y con un decaimiento exponencial a distancias grandes, es decir,
cuando la funcién de onda del estado base se comporta como

= \:c| — 0
w0N|LE‘a, a>0.

m 2| — o0
,lvbONe_axﬁ ) aaﬁ >0.

¢ Como conguntar estos dos comportamientos en una funcion haciendo una
interpolacion? — No es claro!

En particular, en el caso del Oscilador Anarménico

Vo= 2* + gz** . (7.18)
El comportamiento asintotico de la funcién de onda es:
Uo~1 — ax® + ...,
cuando |z| viene a cero, y

_ VI k1
\I/() ~ e kt1 ,

cuando |z| = oo .

2Para o > 0 el pardmetro « es en realidad el cuadrado de la frecuencia de la parte
armonica del potencial.
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La sugerencia es estudiar la fase exponencial ¢ en la representaciéon ([Z.15])
en lugar de la propia funcién de onda,

Vo= e ?.
Usualmente, la fase exponencial ¢ es una funcién mucho mas suave que ¢ y

es mucho mas facil hacer una interpolacion de su comportamiento a distancias
pequenas y grandes. Por ejemplo, en caso del oscilador anarménico (Z.I8),

o~ ax® + ...,

cuando |z| viene a cero, y

cuando |z| — oo . La interpolacién mas simple entre los dos comportamien-

V9 R+l

. /7. . . . 2
tos asintoticos es obvio: Quppror = ax” + 7 =}

Por esto, en la préoxima leccion vamos a desarrollar una teoria de perturba-
ciones para la fase exponencial.
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Teoria de Perturbaciones

8.1. Una Teoria de perturbaciones multipli-
cativa

En este capitulo vamos a desarrollar una teoria perturbativa bajo la suposi-
cién de que la funcién de onda (del estado base) tiene una forma exponencial
y cuya funcién exponente se desarrollard perturbativamente. Por lo tanto
esta es una teoria perturbativa multiplicativa.

Comencemos con la ecuacion de Schrodinger

— U (x)+(V—-E)¥(z)=0, r€R. (8.1)

Supongamos que la funcién de onda se escribe en la forma
U(z) = e 0@ (8.2)
Entonces si calculamos las derivadas
T /€—¢>(gc) : U — (_Qb// + (¢/)2> e—d)(m) ’
y sustituyendo en la ecuacién de Schrodinger, se obtiene:

{QS” N (¢l)2} e—qb(:c) + (V _ E') e—¢(1‘) =0 =
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¢ — (¢ =FE-V. (8.3)

Esta ecuacion es el punto inicial para desarrollar la aproximacién semiclasica
WKB (Wentzel, Krammer, Brillouin, (1926)) en donde se cumple la condicién

¢ << (¢

Ahora suponemos que el potencial de nuestro sistema fisico se puede escribir
como

V=V + AV, (8.4)

y que conocemos las soluciones del potencial no-perturbado V. En particular
suponemos que conocemos la funcién ¢ para la cual se cumple

2
o — (00)" = Eo —Vp.
Esta en nuestras manos la eleccién de V.

A partir de aqui vamos a desarrollar una Teoria Perturbativa en donde
vamos a hacer una expansion de la fase ¢(x) y de la energia E en serie de
potencias del parametro A\ de la forma

¢(x) = 3020 A"n() |

E=Y" \E, .

(8.5)
Sustituyendo los desarrollos (8] en la ecuacién (83]), vamos a calcular paso
a paso los coeficientes de la expansion.

Como ya es usual obtenemos

X0 9 = (¢0) = Ey—Vp,

i.e. la aproximacién de orden cero corresponde precisamente al proble-
ma no-perturbado.

=\ & =20 ' =F1 -V, =
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Podemos resolver facilmente la tltima ecuacién para ¢;. Definimos primero
¢1' = y1, entonces obtenemos una ecuacién diferencial lineal de primer orden

para yi:
v —2¢yp=E —V; =

Multiplicando por el factor integrante W2 = (e~%)? ambos lados de la ecua-
cién, usando para el lado izquierdo la relacion

(' =20 1) e ™ = (yre ),

e integrando, se obtiene

T

()02 () = / (B — Vi) 02 (o) da (3.6)

—00

Regresamos ahora a la cuestion de cuales son las condiciones de frontera. En
este caso tenemo

Uye L’ (R) = Y(z)=e @ = lim |po(z)] — oo,

|z| =00

suponiendo que ¢g(x) no tiene singularidades para z € R. Entonces, como
lim 400 Wo(x) — 0, se obtiene que el lado izquierdo de (B8] se anula, y

+oo
0 :/ (B, — Vi) W2 () d o' .

oo

Esta ecuacién la podemos resolver para obtener la primera correccién a la
energia:

“+oo
/ ViVs (o) da’
E1 == —

+oo
/ g (') da’

[e.e]

Este resultado coincide con el que se obtiene de la teoria perturbativa de
Rayleigh-Schrodinger. Esto es mas bien claro pues desde que tomamos V' =
Vo + A1V, lo que en realidad tenemos son diferentes formas, o diferentes rea-
lizaciones, de una misma Teoria Perturbativa.

1Puesta como condicién débil esta condicién no es constructival
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Para que el lector no se sienta insatisfecho, vamos a formalizar las con-
diciones de frontera. Primero preguntémonos ;Qué es un estado ligado? La
particula se encuentra confinada a moverse en una regién finita. De forma
mas precisa, podemos decir que la probabilidad de encontrar a la particula
en |x| — oo, es infinitamente pequena. La corriente de pmbabilidadﬁ tiende
a cero:

d

lim |j|= lim VoV -0, 0=—,

|z| =00
Wy dW| = |e 9] = |e*?¢/| = [V?y| =
(T=e?, y =)

lim [U2y| —0 .

|z| =00
Comparese con la ecuacién (8.6]). De esta forma podemos decir que nuestra
condicién de frontera formalmente esta dada por

lim |Wly,| — 0.

|x|—o00

Ahora vamos con la correccién n-ésima. Escrita en forma conveniente, la
relacion para obtener esta correcciéon esta dada por:

n—1
A" yn/ - 2y0yn = En + Z YiYn—i = En - Vn s
=1

en donde se ha definido —V,, = Z?z_ll Yiln—;. Detengdmonos por un momento
y pongamos atencién en lo que tenemos aqui. ;Qué significa la suma en el
lado derecho del signo de igualdad? Es una suma de los términos calculados
en los pasos previos. Es decir que, en cada correccién, tenemos que resolver
la misma ecuacién pero con lados derechos diferentes (en cada paso tenemos
por lo tanto ecuaciones autosimilares).

Si al lado derecho le damos el significado fisico de un potencial pertur-
bativo, entonces en cada correccion estudiamos al sistema con respecto de
perturbaciones diferentes, definidas por las correcciones anteriores, de modo
que la relacién para la correccién n-ésima se resuelve de manera similar a

2La ecuacién de continuidad para la conservacién de la probabilidad en una dimensién
es % + 92 =0, en donde ¢ = U(z, )"V (x,t), y J =[P — ¢ ZL],
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como se hizo para la primera correccién (1), i.e. a partir de la ecuacién para
la correccion n-ésima

yn/ - 2?/0?/n = En - Vn
y multiplicando por el factor integrante W2, se obtiene
IRV :/ (B, — Vo) Ve () da’ .

Usando nuevamente las condiciones de frontera, se encuentra que la correc-
cién n-ésima a la energia esta dada por

+00
/ VU2 (x)dx
E, =— , (8.7)

/_JFOO\IIS(:L’)CZ:C

o0

con

n—1
i=1

8.1.1. Relacion con la T.P. de Rayleigh-Schrodinger

Vamos a aprovechar la conexion con otras T.P. La expansién que estamos
estudiando se puede escribir como

T — o (dotAd1+A%02+.) U, o~ (b1 X202 .) ’ (8.8)
mientras que en la Teoria de Rayleigh-Schrodinger la serie perturbativa es:

U = Uy + AU + N30y + ... .

Expandiendo (8.8) se tiene:

2
U = @0(1—A¢1+/\2<%—¢2)+...) ,
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con lo que obtenemos las siguientes relaciones

\Ifl - —(bl\lf(] 5 (89)
2
\IIQ == <% - 2) \Ifo y (810)

De la primera de estas ecuaciones obtenemos una Regla de Suma (Sum Rule).
Usando para el lado izquierdo de (8.9) la forma explicita de la primera correc-
cién a la funcién de onda del estado base en la TP de Rayleigh-Schrédinger
(\Ifgk:(]), ec. (610)), y para el lado derecho la relacion y; = ¢} y la ecuacién

(B6) se obtiene

o0 ‘/{LO (n)
> FO — g Yo (#) =
n#0

* 1 ¢ 2 / !
_ —mo<x>/_mw/_w<a—mwo<x>dx ae, (31

en donde se ha puesto por simplicidad \If(()o) =V,.

La Regla de Suma conecta objetos de diferente naturaleza: En el lado dere-
cho tenemos una expresion que solo depende del estado base y no sabe nada
del espectro de energias. En el lado izquierdo, por otra parte, se tiene una
suma que involucra a todos los estados del sistema no-perturbado (suma in-
finita). Hay que remarcar que el aspecto més notable en una Regla de Suma
es que el lado derecho si lo podemos calcular explicitamente (!).

Ejemplos mas notables en fisica de Reglas de Suma:

1. Férmula de Green: f interior = f superficie.

2. QCD Sum-Rules (Mikhail A. Shifman, A.I. Vainshtein, Va-
lentin I. Zakharov, Nucl. Phys. B 147: 385-447, 1979) en la
década de los setentas. Descubrimiento técnico que se en-

1

cuentra entre los més citados. Expansién e 2.

3. Juan Maldacena. F. de Green para espacios multidimensio-
nales. Conjetura de Maldacena (Adv. Theor. Math. Phys.2:
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231-252, 1998 (Int.J.Theor.Phys.38: 1115-1133, 1999). En
Teoria de Branas en alguna superficie de una Teoria de Lazos
sobre un Espacio de Minkowski.

Una Regla de Suma es una férmula no trivial para calcular sumas
infinitas.

A partir de la segunda correccion a la energia del estado base en la TP
de Rayleigh-Schrodinger (ec. (€I3]) y la forma de la segunda correccién en
la presente teoria perturbativa (ec. (87)) también se obtiene una Regla de
Suma:

+0o0
_ 1 _ —0o0
By=) O 5o = — . (8.12)
n#0 / W3 (x)dx
En donde se ha usado la definicién V5, = —y?. Aqui se puede ver que esta

segunda correccién (en el lado derecho) es siempre negativa al igual que en
la T.P. de Rayleigh-Schrédinger (ya que B < E(™).

8.2. El oscilador armoénico en el contexto de
la TP multiplicativa
Ahora, como ilustraciéon, vamos a resolver el problema de un oscilador
armoénico en el contexto de la teoria perturbativa desarrollada anteriormente.
El potencial de un oscilador arménico es

V=22 (8.13)

Supongamos que conocemos la solucién exacta para el potencial

Vo= \27, (8.14)
i.e.
;c2
Uy =e 5. (8.15)
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Si escribimos el potencial (813) como
Vo= Vo+g(V-1)
= M2? + (1 - \)2?, (g=1)
podemos identificar el potencial perturbativo como

Vi = (1—A2)a2, (8.16)

Apliquemos ahora la teoria perturbativa en potencias de g. Comenzamos
identificando la aproximacion no-perturbada

yo = —(InWy) = \v, FEy=\. (8.17)
Usemos la ecuacién para la primera correccion perturbativa:
yi' =2y = E1— V1. (8.18)
Sustituyendo yo (ec. (8IT)) y Vi (ec. (8I)) se obtiene
Y1 — 2z = By — (1— Az .

Como el lado derecho es un polinomio cuadratico, la funciéon y; debe ser
de la forma y; = ax. Efectivamente, cuando substituimos encontramos que

—)\2 .
a= 12/{\ = F. Es decir

1— )2
= F E, = . 1
Y1 1, 1 o\ (8 9)

Ahora calculemos la segunda correccién perturbativa. Recordemos que la
ecuacion que tenemos que resolver es

vy —2Mays = Ey+yi
(1-X1%)% ,

Nuevamente vemos que el potencial perturbativo en el lado derecho es simi-
lar al potencial perturbativo de la primera correccién, i.e. es un polinomio
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cuadratico en x, por lo que la solucién debe ser de la forma y, = ax. Al
substituir en la ecuacion para la segunda correccion encontramos

1 - )22
Yo = E2x7 Ey, = _%. (820)

Obsérvese que esta segunda correccion es negativa, en acuerdo con la Teoria
General.

Por razones pedagdgicas vamos a calcular la tercera correccién. La ecuacion
a resolver es

ys' =2 rys =  Es+4 2y
3
(1,

= Ey—2
ey

Una vez méas proponemos y3 = a x. Sustituyendo obtenemos

1-2%)°
Ys = Egl’, E3 = 2# . (821)

El andlisis anterior nos permite proponer como soluciéon general para la co-
rreccion n-ésima

(1—2)"
E, = CHW
con
1
Co = 5
C1 = 1
(&) = —1
C3 = 2

. Se le pide al Lector encuentre la forma general del coeficiente ¢,

es decir que encuentre la relacion de recurrencia, para la serie c,.
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En el caso que estamos analizando podemos sumar la serie para la energia.
El resultado nos da la energia exacta F = 1, es decir

= Z En Z Cn oy 21
n=0 n=0 2A
El Lector puede observar que el lado derecho de la ecuacion anterior depende

de A, mientras que el lado izquierdo no.

Del mismo modo, la serie perturbativa para la funcién y es
=Y 0"le). wale) = d(a),
n=0

en donde y,(z) = E, x, por lo que

= j{:gn nl = xz{:gnﬁha
n=0 n=0

y para g = 1:
y = x.
Como ¢'(x) =y, entonces ¢(r) = %2 que es la solucion exactal

Una propiedad general:

Si consideramos la expansién de Taylor para la funcién y

o
E apz? ap = E

n=0
(si V es par y es impar )

/

=F Propiedad General .

=0

= Y

Es posible comprobar este resultado a partir de la ecuacion
y -y = E-V,

ya que V(z) es una funcién par, con V(x = 0) = 0, la funcién y(x) es una
funcién impar, y por lo tanto también y(z = 0) = 0.
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Ecuacién generalizada de Bloch

9.1. La ecuacion de Riccati-Bloch

En algunas situaciones es conveniente transformar la ecuacion de Schrodin-
ger (ecuacién diferencial lineal de segundo orden) en una ecuacién diferencial
de primer orden no-lineal. Para ello escribimos la funcién de onda ¢ (x) en
forma exponencial

Y(z) = e 0@ (9.1)

Substituyendo la funcién (@) en la ecuacién de Schrodinger

d2
(-2 + V@) vl) = Bola),
obtenemos una ecuaciérl] para la fase o(x):
¢ —¢' =V —E. (9.2)

Si definimos la funcién y = ¢’ = —(log )" (llamada la derivada logaritmica de
la funcién de onda), obtenemos una ecuacién diferencial no-lineal de primer

'Esta ecuacién ya la hemos obtenido en el capitulo anterior —ver ec. (8.3)).

119



Leccién 9. 120

orden de Riccati 2 para la funcién y:
vy -y =E - V. (9.3)

En la préactica, en muchas ocasiones, es més facil manipular esta ecuacion
que la ecuacién de Schroedinger. A esta ecuacién también se le conoce como
ecuacion de Bloch, de la aproximacion WKB, 6 ecuacion eikonal. En parti-
cular, cuando el potencial tiene la forma V = g% V(gm) con g > 0 vamos a
llamar a la ecuacién ([@.3]) como la ecuacién de Riccati-Bloch:

y(2) - o) = F - g—ing). (9.4)

9.2. Ecuacion Generalizada de Bloch

Es conveniente transformar la ecuacién (0.4) de la siguiente manera: si
hacemos el cambio de variable

;) _ dydu :

u =g, Yo = oo = 9 (9.5)
obtenemos ]
9Yu—y*(u) = E — ?V(U) : (9.6)

Introduciendo una nueva funcién z(u) mediante la relacién
z(u) , (9.7)

sustituyendo en la ecuacién (0.6) y multiplicando ambos lados de la ecuacién
por g, la ecuacién (0.6]) se transforma en

G2 — 2= PE—-V(u). (9.8)

A esta ecuacion le llamaremos la ecuacion Generalizada de Bloch, y ala coor-
denada u la coordenada clasica

2Una ecuacién de Riccati (Conde Jacopo Francesco Riccati (1676-1754)) es cualquier
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no-lineal que es cuadratica en la funcién
incégnita y tiene la forma general y'(z) = qo(z) + q1(z) y(z) + g2(z) y*(z) en donde
qo(w) # 0y ga(w) # 0.
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Esta ecuacion es particularmente 1til cuando el potencial tiene una expan-
sion de Taylor en la forma

1 -~
= ?V(g:c) = 2% + a1 97° + axg’rt + ...+ a,gPaPtt + o0 (9.9)

en donde g es una constante de acoplamiento, y a;, . son pardmetros adi-
mensionales. Cuando g — 0 reproducimos el potencial de oscilador arménico,
V — 22. Es claro que cualquier potencial de dos términos V = 22 + az?
lo podemos escribir en esta forma.

En el caso en que la constante de acoplamiento sea pequena podemos in-
tentar resolver la ecuacion de Riccati-Bloch y la ecuacion Generalizada de
Bloch usando la teoria perturbativa. A continuacién vamos a explorar esta
situacién. Introducimos una expansién perturbativa para la funcién z(u) y
para la energfa F en potencias de ¢ de la forma

2= ()%, E =) (¢)E.. (9.10)

En la ecuacién generalizada de Bloch, el término de orden cero es
(g%)° —z2 = —V(u), (9.11)

de donde se obtiene que
zo(u) =/ V(u), (9.12)

que podemos interpretar como un momento clasico con energia ceroﬁ: Delas = 20-
Con esta analogia podemos construir una acciond clasica correspondiente:

SclasN/pde/Z(]dSL’.

De este modo, la accién clasica aparece como un resultado de la Teoria Per-
turbativa en el orden mas bajo. Recordando la definiciéon de la funciéon y en
términos de la fase y = ¢/(x) podemos identificar

¢o(x) ~ /yo(z) dx ~ /zo dx ~ Selas -

3La analogfa se explica si escribimos E = p?/2m + V = 0 entonces p = v/—2mV.
1La accién abreviada se define como [ p; ¢; dt = [ p; dg;.
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El siguiente término nos da la primera correccion
g 20— 22021 = Fy . (9.13)

Usualmente conocemos la energia del caso no perturbado Ey, entonces po-
demos resolver la ecuaciéon anterior para obtener la primera correccion a la
funcion z(u):

Z(/) - EO

2 (u) = P (9.14)

Este resultado es tnico, ya que automaticamente hemos obtenido una correc-
cién logaritmica en la expansion de la fase de la funcién de onda

QSZSCI&S—FlOgA—F...

en donde el término logaritmico es de orden g%, vy A corresponde a un de-
terminante que se encuentra en el método de punto silla para la integral de
trayectorias de Feynman.

Esta expansion perturbativa la aplicaremos al caso del oscilador anarmoénico
en el siguiente capitulo, en donde veremos que la solucion en cada orden de
la TP conduce a un procedimiento esencialmente algebraico.

9.3. Expansién perturbativa de la ecuacién
de Riccati-Bloch

Supongamos ahora que el potencial V' en (@0.3) puede escribirse como
V=W + AV, (9.15)

entonces podemos desarrollar una teoria perturbativa en potencias de A para
la ecuacién (@3] en la forma

E = ZO)\“En, y = ZO)\"yn(x). (9.16)

Substituyendo estas expansiones en la ecuacién (9.3)) B y juntando términos
con la misma potencia de A\ obtenemos

Y A Y = e AT Yy = Y, A E, — Vo — AW
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n )\ v —ys = Ey— Vo,

i.e. la aproximacion de orden cero corresponde precisamente al problema
no-perturbado. Por ejemplo, para el potencial no-perturbado de oscilador
arménico 1y = e % /2, ¢y = 22 /2, yo = ¢}, = x obtenemos

1-2°=E — V.

=\ yi' —2yotn = Ey — Vi .

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden para la funcién incognita
y1. Para resolver esta ecuacién usamos un multiplicador integrante. Usando
para el lado izquierdo la relacién (y; e72%°) = (11’ —2yo y1) e 2%°, y definiendo
Uy = e~ %, podemos integrar directamente el lado izquierdo para obtener

T

y1(2) () = / (B, — Vi(2) W3 (') d o’ . (9.17)

—00

El lado izquierdo es una corriente de probabilidad. Para los estados ligados
las condiciones de frontera son

Uy e L’(R) = Yy(z)=e®@ = lim |¢(z)] = o0.

|x|—o00
Entonces, como lim;—o Vo(z) — 0, se obtiene, a partir de (Q.17):

/:m(El—xq@ﬁ)@guﬂdx%:o

o0

de lo cual podemos obtener la primera correccion a la energia:

+o0
/ Vi(a") WE (2') d 2’
B ===

+oo
/ W2 (2')da’

[e.e]

Este resultado es idéntico al que se obtiene con la teoria perturbativa de
Rayleigh-Schrodinger. Esto es més bien claro pues desde que tomamos el po-
tencial en la forma V = Vi + AV, lo que en realidad tenemos son diferentes
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formas, o diferentes realizaciones, de una misma Teoria Perturbativa.

Los siguientes términos tienen una forma similar:

" A2 v —2yoys = By — Vo, Vo= -y,

m \" Yl —290yn = E,—V,, V,=-— Z?:_ll Yilln—i -

El lado izquierdo del término general puede integrarse para obtener

() V() = / " (B, - Vla) W () (9.18)
Y +o0
/ Vn(x/) \11(2) (3:') dax'
B, =7 . (9.19)
/_ We (') da

Estados Ezxcitados

Hasta ahora hemos supuesto implicitamente que en la representacion ex-
ponencial de la funcién de onda (z) = e=®® la funcién fase ¢(x) (o su
derivada y(z) = ¢'(x)) tiene una expansion de la forma

o0

o) =D N'n(x),

n=0

y(I) = Z )‘nyn(x) ) yn(x) = QS;L(I) )

y que la funcién fase es una funcién analitica. Pero supongamos que ()
corresponde a la la funcién de onda de un estado excitado que podemos
representar como

Y(z) = Pla)e @,
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en donde la funcién prefactor P(x) contiene informacién acerca de los nodos.
Claramente, la funcién P(z) la podemos escribir como

P

P(a) = [Jt ).

1=1

en donde w;,2 = 1,2...p corresponden a la posicién de los nodos y p es el
nimero de nodos. Naturalmente, podemos elevar el prefactor al exponente:

w(x) — elogP(w)—d)(m) _ e—d)(m) )

Entonces )
Sla) == log (z — ;) + ¢(x),
i=1
y para los estados excitados podemos suponer que la funcién y(x) tiene la
forma

en donde y(z) usualmente no tiene singularidades para = € R.
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LECCION 10

Oscilador Anarmodnico

10.1. El Oscilador Anarménico V = 22 + \x?

Como ejemplo de aplicacién de las técnicas perturbativas desarrolladas
anteriormente vamos a considerar el muy importante caso de un oscilador
anarmoénico cuartico cuyo potencial tiene la forma [

V =2+ Azt (10.1)

La identificacién natural para el problema de perturbaciones es elegir V =
22 como el potencial no-perturbado, y V; = 2* como la perturbacién. La

ecuacion de Schrodinger correspondiente es

d2
(s a4 et 0te) = B0l
en donde X = g°. Debido a la simetria del potencial (I0.I]) ante una transfor-
macién de paridad x — —z, las eigenfunciones tienen una paridad definida,
i.€.

U(—z) = t(x) .

Esta forma puede considerarse como una primera aproximacién alrededor de un minimo de un potencial anarménico
més general.
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En particular, el estado base (que no tiene nodos) es una funcién par. El
primer estado excitado tiene un solo nodo en x = 0 y es una funcién impar.

10.1.1. Ecuacidon de Riccati-Bloch

Con la finalidad de que este capitulo sea autocontenido, vamos a repetir
algunas ideas expuestas en capitulos anteriores. Comenzamos escribiendo la
funcion de onda 1(z) en forma exponencial

() = e ¥ (10.2)
al hacer esto se consigue una ecuacién para la funcién fase ¢(x):
P —¢' =V -F, (10.3)

(véanse las ecuaciones (O.1)-(9.2)). En términos de la derivada logaritmica
de la funcién de onda y = ¢’ = —(log¥)’, la ecuacién ([I0.3]) se convierte en
una ecuacion diferencial (no-lineal) de Riccati-Bloch:

y(z) —y*(z)=FE -V . (10.4)

10.1.2. Teoria Perturbativa

La teoria perturbativa en potencias del parametro A\ para la ecuacion de
Riccati-Bloch ([I0.4)) se obtiene al substituir las expansiones

E = ZO NE, |, y = ZO Ay, (z) (10.5)

Juntando términos con la misma potencia de A obtenemos las ecuaciones
que definen las correcciones perturbativas. La aproximacién de orden cero,
correspondiente al caso del oscilador armonico, esta definida por la relacién

A0 v -y = Ey— V. (10.6)

En vez de usar las formulas generales (O.18)), (O.19) para resolver esta ecua-
cion, vamos a detenernos por un momento para analizar la ecuacion de arriba.
En el lado derecho de (I0.6) tenemos un polinomio cuadrético:

EO—‘/O:EO—SL’z
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y, aun mas, es una funcién par en la variable x. Esto significa que el lado
izquierdo podria ser un polinomio y que yy debe ser una funcién impar. Por
simple inspeccion podemos proponer como solucién

Yo = T .
Substituyendo en (I0.6]) se obtiene efectivamente la solucién:
1—a® = By—a® = Ey=1.

Por lo tanto (yo = ¢y)

[
M

i z

po=—% = Yo=e 7. (10.7)
De este modo la primera aproximacion corresponde a la solucion del estado

base para el oscilador arménico, como debe ser.

Continuamos con la ecuaciéon del orden uno en A para la primera correccion:
/ 4
A Yy, —2zy; = By —a" . (10.8)

Nuevamente, el lado derecho es un polinomio par en la variable x, pero ahora
de cuarto grado. Entonces y; podria ser un polinomio impar de tercer grado
(en este caso ¥ seria un polinomio de segundo grado). Propongamos pues

que
a
Yy = §I3 + px =

Y, = ar®* + 83,

entonces, sustituyendo en la ecuacién para la primera correccién encontramos
2 2 4 2 4
ox —i—ﬁ—gozx — 282" = By —a",

y la solucién es
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es decir, la primera correccién a la energia y a la funcién y(x) son:

E1 - y (109)

[\3|Hw}-‘>|00

. (10.10)

=] w

noo= +
En los libros de texto usualmente aparece este calculo, aunque de un modo
méas complicado.

Como un punto interesante podemos aqui preguntarnos ;jqué nos
dice la regla de suma (ec. (8IT))?

+oo )
/ e d
—0oQ
+oo 9
/ e rdx
— 0o

Tal vez no es dificil calcular directamente la razén de estas dos
integrales (funciones I') pero la idea es lo que importa: podemos
calcular la razén de esas integrales de manera algebraica sin calcu-
lar cada integral de forma separada. Cada integral es un niimero
transcedental pero la razén es un nimero racional!

8

(= E1).

=] W

Por otra parte, a partir de la definicién ¢} = y;, podemos determinar la
primera correcciéon a la funcion fase

3 2

2:—4—1—:(7
g8 8

1 =

y a partir de la relacién con la teoria perturbativa de Rayleigh-Schrodinger
(véase la ecuacion (89)) encontramos la siguiente identidad

= e n L3 2
Z ﬁ vy = - (% + gfcz) G 2, (10.11)
n#0 EO - EO

con ¢g la constante de normalizacién de la funcion ¥q. ;Qué tenemos aqui?
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Sabemos que las soluciones exactas del problema no-perturbado son

22

VO — ¢ H,(z)e 7,
en donde H,(x) son los polinomios de Hermite, y los coeficientes ¢, son
las constantes de normalizacion, cuyo valor es importante para la relacién
(I0.17)). Esta relacién (I0.I1]) nos dice que sélo dos términos en la suma son
diferentes de cero (!), i.e. los términos que corresponden a los polinomios
de Hermite Hs(x) y Hy(x) (de grados 2 y 4 respectivamente). Entonces,
comparando ambos lados de la ecuacién (I0.I1]) encontramos

V0 coHy(x) V¥ cyHy(x)
0 2 0 4
EY - EY  EY - EY

T o= — (% + §x2) ez, (10.12)

de donde se pueden determinar, en particular, los elementos de matriz V;* y
V% sin la necesidad de realizar integraciones.

Ahora veamos las correcciones de segundo orden. La ecuacién que define
esta correccion es

v — 2oy = Ex+ui (10.13)

en donde ya se conocen g, y; de los pasos anteriores:

Yo = z,
Lo, 3
= —T - .
n 5 1

Entonces, el lado derecho de (I0.I3) es un polinomio de grado 6, por lo que
podemos suponer que ¥y es un polinomio impar de grado 5:
Yo = ax’+ B2® 4z,
v = bBax' +3B2% + .
Sustituyendo yo, ;1 y €l Ansatz para yo en la ecuacién (I0.I3) llegamos a
2
Saxt + 3622 + v — 202’ — 2821 — 292 = E,+ f—6 (25B2 + 3)2
9 3 1
— E 72 <4 — .6
2+16:E +4:B +4a7 ,

de donde se obtiene:
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1
“20=1/4 = a=-g

11
Sa-20=3/4 = f=-1

9 21

c.f. ec. (€21)), y por lo tanto, la segunda correccién perturbativa de la energia
es

21
E, = = - 10.14
2 7 16 ) ( )
y negativa. Por lo tanto la segunda correccion es
1. 11, 21
— = - — — T . 10.15
Yo 37 + 6% + T ( )

Al igual que para el caso de F; para esta correccion tenemos una relacion
como la siguiente:

tee 21 2, 2\ =2
T + i (222 43)" | e"zdx = 0, (por condicién de frontera) .

o
De manera general, podemos derivar la ecuacién que define la n-ésima co-

rreccion
yn' — 22y, = B, —2° P,(2%), (10.16)

en donde P, es un cierto polinomio de grado n en z?. Podemos suponer
entonces que la correccién y, un polinomio impar de la forma

Yo = 2y a2 (10.17)
k=0

y calcular los coeficientes a,(j) como incognitas de forma algebraica. En par-

ticular, a((]") = FE,. De hecho, es posible calcular explicitamente un ntme-
ro finito de coeficientes en frente de los términos de los grados mas altos:

™ 2™ En particular,

an’,a,” ..
o 1D T (n—3)
Y AT Tl

n=01,2..., (10.18)

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccion 10. 133

en donde a(()o) = 1, y asintéticamente:

tfm o = 2D
n—00 2 \/%n?’/2

La serie de coeficientes a'™" es convergente y la podemos sumar explicitamente

(10.19)

> NalVa = Vit at= Y. (10.20)
n=0

No es dificil reconocer que

Yy = VV,

para el potencial V' ([I0J]), y que éste tiene el sentido del momento cldsico
para una energia cero. Esto coincide con la correcciéon de orden cero en la
teoria de perturbaciones para la ecuacion generalizada de Bloch —ver mas

adelante la ec.(I0.3T]).

El siguiente coeficiente tiene la forma

1)+t (F DT (n+1)+T (n+ ))

(n 1
a = = , n=12 ...,
2 r(A)T(n+1)
(10.21)
y asintéticamente
1
Iim o', = = (=)™ . (10.22)

n—o00 2

La serie de coeficientes a( n)

mente

~, es convergente y la podemos sumar explicita-

A 1 1
g™ g2 — + . (10.23
Z a?y 21+ \a? <\/1+)\552 1+ \/1+>\x2) ( )

Esta coincide con la correccion de orden uno en la teoria de perturbaciones
para la ecuacién generalizada de Bloch —ver mas adelante la ec.(I0.33)).

Podemos presentar las primeras nueve correcciones perturbativas de la
energia en forma explicita:

3 21 333 30885 916731

Ey=1.E =2 Ey——2— E,=22 90889 _
0 Ty 16’ ° 64 1024 ° ° 7 4096

4= —
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65518401 2723294673 1030495099053
67 7732768 T 131072 0 % T 4194304 ’
_ 54626982511455
T T 67216

Si multiplicamos estos coeficientes por un factor adecuado reproducimos los
coeficientes obtenidos por Bender y Wu, (EBW = 2771 E,) en la referencia
Anharmonic Oscillator, Carl M. Bender and Tai Tsun Wu, Phys. Rev. 184,
1231 (1969).

= Es notable que todos los coeficientes a,(fn) y FE, son nimeros racionales

y que los denominadores son potencias enteras de 2 (!).

= Es posible mostrar que el coeficiente al” (ecuacion (I0.I8)) no depende

del estado que se estudie. Es universal.

= Es posible mostrar que el coeficiente aﬁl depende linealmente del

numero cuantico k que identifica al estado k-ésimo excitado, aﬁf_)z de-
pende cuadraticamente del niimero cudntico k, etc.

» El comportamiento asintdtico (ver Bender and Wu, 1969) de las correc-
ciones del estado base es

E, ~ (=1)"! <%>1/2F(n+%)2 (g)n

= Aunque la serie perturbativa de la energia del estado base (y cualquier
estado exitado) es finita en cada orden, la energia del estado base (y
cualquier estado excitado) no es una funcién analitica de A alrededor
de A = 0. Es una serie asintdtical

10.1.3. Ecuacion generalizada de Bloch

Para el caso del oscilador anarménico (I0.1]) podemos re-escribir el potencial
en la forma
V = 2* + g%t (10.24)
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denotando A = g2, que es una forma particular de un potencial més general
que tiene la forma

1

VEg2

Vigz) = 2° + a1 g2° + ap g°2* + ..+ ap P2 4+ ...

bajo la condicion de que V' > 0, lo que significa que V' tiene un minimo en
x = 0. Entonces la ecuacién de Riccati la podemos escribir en la forma de la

ecuacién de Riccati-Bloch (0.3)
1.~
y —y? = E— ?V(ga:) : (10.25)

Siguiendo la descripcion en el capitulo anterior, con un inocente cambio de
variables
u = gx, (10.26)

suponiendo g > 0 (constante de acoplamiento), llamando a u la variable
clasica, y definiendo una nueva funcién desconocida

y(u) = —z(u) , (10.27)

se obtiene la ecuacion Generalizada de Bloch para el oscilador anarmoénico

(0.23):

g’z -2 = ¢PE —u? —ut. (10.28)

Ahora, para resolver la ecuacién (I0.28)) introducimos una expansién per-
turbativa en potencias de g* de la forma

2= (@)%, E=))()E.. (10.29)

El término de orden cero es

—22 = —V(u) . (10.30)

2w) = \/V(u) = uw/l+u?. (10.31)
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En términos de la funcién fase (ver el capitulo previo)

@) ~ [ wnla)da ~ [ z0(g2) do ~ S

El siguiente término nos da la ecuacién para la primera correcciéon

26 - 22021 = E(] . (1032)

El término de orden cero para la energia corresponde a la energia del oscilador
armoénico. Para el estado base Fy = 1. Entonces, podemos resolver la ecuacion
anterior para obtener la primera correccién a la funcién z(u):

/— A
a(w) = 2 = L (log V() — ——— .
0 24/ V(u)

(10.33)

la cual es valida para cualquier perturbacién del oscilador armonico. Este
resultado es tnico, ya que automaticamente hemos obtenido una correccién
logaritmica en la expansion de la fase de la funciéon de onda

¢ >~ Seas +log A+ ...

en donde el término logaritmico es de orden g2

10.1.4. Simetria de paridad en la ecuacion de Riccati-
Bloch

Volvamos a la ecuacién de Riccati-Bloch (I0.4]) para el potencial anarménico

I01)
yo—yP=E—-2* g%, \N=g". (10.34)

Como consecuencia del hecho de que el potencial es una funcién par, y por
tanto la funcién de onda del estado base 1y y de todos los estados excitados
con ntimeros cuanticos par, son funciones pares, ¥y = 1y (2?) resulta que

_ %y _ impar
Yo  par

)
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. Qué significa esto? quiere decir que podemos escribir

Substituyendo esta expresion en la ecuacién de Riccati-Bloch (I0.34]) obte-
nemos:

~) | ~o 2 2

200, +9J—py- = E—p—g°p°, (10.35)
en su forma final. El subindice p denota que la derivada es con respecto
de esa variable. Hasta nuestro conocimiento, esta es la primera vez que se
escribe esta ecuacion en la literatura. No tenemos un criterio filoséfico, pero
por experiencia sabemos que esta ecuacion es muy conveniente.

Ahora estamos listos para desarrollar una teoria perturbativa:

E = (¢")"E.. (10.36)

7= > (6")" i - (10.37)

n=0

Como siempre, comenzamos con el término de orden cero
@*° 2p55+ 5o — pls = Eo— p- (10.38)
Esta ecuacion no se ve facil de resolver, pero sabemos cudl es la solucién
no-perturbada (oscilador arménico). La conjetura natural es
Jo=1. (10.39)

Substituyendo este Ansatz en la ecuacion para la correccion de orden cero
obtenemos
l—p=Ey—p

confirmando que el Ansatz (I0.39) es la solucién y que
Ey = 1.

Por supuesto, la conjetura es correcta cuando ya conocemos la respuesta.
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El siguiente término en la teoria de perturbaciones viene a partir de la
ecuacion

(@)Y 200, + 51 — 200051 = By —p*. (10.40)
Ahora, el Ansatz para resolver la ecuacién (I0.40) es
hh=ap+pf.
Substituyendo este Ansatz obtenemos
2pa+ ap+ B —20p* = 28p = Ey—p*,

de donde obtenemos, comparando potencias de p, la solucién

1
= - 10.41
a=y (10.41)
3a—26=0,
3
=—. 10.42
f=1 (1042
Por lo tanto, £ = § = 3/4 como ya sabemos, y
. 1 3 3
o= 5Pt E1—Z-

10.1.5. Ecuacion de Bloch Generalizada

La simetria de paridad del potencial (I0.I]) también tiene implicaciones para
la ecuacién generalizada de Bloch (I0.28). En este caso

gzz;—zzzng—u2—u4,

endondeu = gz, z = gy, lafuncién z(u) es una funcién impar de la variable
w:
z2(—u) = —z(u) .

Entonces, usando el mismo truco que en la seccién anterior, podemos escribir
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Asi, en términos de la variable r la ecuacién generalizada de Bloch toma su
forma final

20°rZ (r) + ¢*2(r) —rZ(r) = ¢*E —r—1r*.

De la misma forma, de la teoria perturbativa para la ecuacion generalizada
de Bloch, en términos de la funcién z obtenemos la ecuacién de orden cero:

(g*)° —r% = r+r’. (10.43)

Esta ecuacion la resolvemos sin problema:

Zo=(1+7)Y2, (10.44)
que podemos interpretar como un momento clasico, como ya hemos visto en
secciones anteriores.

El término de primer orden es

(9°) i+ Z — 255 = 1, (Eg=1). (10.45)

Una ecuacién como esta fue el sueno de los cldsicos: esta ecuacién define el

primer término en la expansion semiclasica. La solucién a esta ecuacién es
2rz) + Z — 1 1 1
~ 0 0 ’
5 = ——— = (logZ) + — — —.
2rzg

En realidad, Z; es la derivada del determinante, es el segundo término en la
expansion semiclasica. Es muy diferente que aquella en el andlisis estandar
de WKB, ~ % (logpg)’, en donde pr es momento cldsico con energia E, ver
el libro de Landau-Lifschitz, Quantum Mechanics, Capitulo VII.

10.2. Analisis asintotico de la ecuaciéon
de Schrodinger

El proximo paso en el andlisis del problema del oscilador anarmoénico es
considerar los limites asintéticos en la variable z (o en p = 2?). Este analisis
resulta méas facil con la ecuacion de Riccati (I0.35]) que reproducimos aqui:

200, +9—py° =E—p—g°p°.
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(a) El primer caso es el limite p — 0. De la ecuacién anterior obtenemos
J=E+ Ap+Bp*+ ...
., Cual es el siguiente término?

(b) El siguiente caso es el limite p — co. Aqui la solucién es

N 1 _
g=gpt + T
g

que obtenemos a partir del momento clasico (I0.44]). Estos primeros dos
coeficientes no contienen dependencia de la energia y son los mismos para
cualquier estado excitado.

10.2.1. Interpolacién

Con las expansiones asintéticas anteriores tenemos una guia para construir
una interpolacién que reproduzca ambos limites (cuando x — 0 y cuando
x — +00). Una posible interpolacién es

1 a+bx2+cglat

T (gt (10.46)

Yo = (1—|—dg2:)32)1/2 €

Considerando a la funcién (I0.46]) como funcién variacional, podemos ver que
el minimo en la energia variacional corresponde al caso cuando

con gran precision. jCudl es la razon? Esta condicion, cuando se cumple la
igualdad

— =9, (10.47)

reproduce el comportamiento dominante exactamente cuando x — oo pero
no da una pérdida significativa en la precisién de la energia. Esta constriccion
(I047) nos permite reducir el nimero de pardmetros libres en la funcién

(10.46).
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Otra constriccién:

Tomemos la fase en 1)q:

a+ bx? + cg’xt
(11 dg?a®)1 2

y consideremos el limite 22 — 0o. Re-escribamos la fase en la forma

nglA (1 + _ngxz + — )

cg?xt

Y= 1/2 7
(dg2x2)1/2 (1 + —dg%x2>

y tomemos el limite. Simplificando obtenemos

Lol (b 1) 11,
LORPTVE c 2d) g2 22 )

Un célculo variacional usando la funcién (I0.46]) como funcién de prueba (ver
la Leccién 11) indica que el factor enfrente del término o m%, se comporta

como =~ # para cualquier valor de ¢! Esto significa que podemos imponer
la constriccién,
b 1 1
- - — = -, 10.48
c 2d 2 ( )

Esta constriccion empeora muy poco los valores de la energia variacional!
Al final, imponiendo las dos constricciones (I0.47)), (I0.48)) sélo quedan dos
parametros variacionales en la funcién de prueba. Con esta funcion de prueba
(I046) podemos reproducir 10 digitos significativos en la energia del estado
base para todos valores de la constante de acoplamiento ¢. La correccion a
la energia va como
AE=FE,~107".

Esta precision es comparable con la precisién que se ha logrado obtener con
la QED (Electrodindmica Cudntica por sus siglas en inglés), pero en la QED

la constante de acoplamiento (constante de estructura fina) tiene un valor

~ _ e? _ 1
muy pequeno o« — Fcdmeg . 137"

Concluyendo, queremos enfatizar que la técnica de la Teoria de Pertur-
baciones presentada en esta Leccion la podemos aplicar para un oscilador
anarmonico mds general de dos términos,

Vo= 22 + = 220+ ) =22V, k> 2,

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccion 10. 142

A = ¢?*=2 con modificaciones minimas.
Introduciendo un potencial general par de grado 2k
W(z) = ag+ ar® + aga’ .. aga®
y un potencial adicional par Wy de grado 2k — 2
Wo(z) = by + boa? + ... bop_ga®* ™2

cuyos coeficientes ag, o, ..., a9, Y bo,ba, ..., bop_o vamos a considerar mds
tarde como pardmetros variacionales, la formula de interpolacion para la fun-
cion de prueba del estado base tiene la forma

que podemos comparar con (10.46). En un cdlculo variacional esta formula
da resultados de muy alta calidad para la energia del estado base.
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El Método Variacional

11.1. Método Variacional

En esta seccién vamos a estudiar el Método Variacional. Este método es el
unico método confiable para estudiar problemas un poco mas complicados
que los problemas triviales. Comenzamos definiendo la funcional de energia

CcOomo

DEFINICION: LA FUNCIONAL DE ENERGIA

B = /\I/*H\Ifdx

/\xp\?dx

Esta funcional tiene claramente dimensiones de energia para toda funcién
U normalizable. Existe un principio (Mini-max principle, 6 Principio Va-
riacional) que nos dice que la energia del estado basdll de un sistema cuyo

1Por el momento sélo hablaremos del estado de energia mas baja (estado base).
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hamiltoniano es H corresponde al minimo

U*HUdz

/|\If|2dz

Se puede mostrar que la funcion ¥ que minimiza esta funcional satisface la
ecuacién de Schrodinger, pues es precisamente esta ecuacién la que corres-
ponde a las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema variacional.

E = min{qj}

En la practica al usar el principio variacional no podemos usar todas las
funciones posibles del espacio de Hilbert. El procedimiento normal consis-
te en elegir una funcion de prueba Via(z,{a}), que dependa de algunos
pardmetros {a}, para la cual por supuesto se tiene que

\Ijtrial — Etrial 2 Eexacta> (Etrial = E[\Iltrial]) .

Asi pues la energia correspondiente a la funcién de prueba sera una funcion
que dependerd de los pardmetros {a}, y serd, por lo tanto, una cota superior
a la energia exacta del estado base

Etrial ({a}) Z Eexacta .

El problema se ha reducido entonces al un problema de cdlculo para encon-
trar el minimo de Ej, como funcién de los pardmetros {a}.

11.1.1. Seleccion de la funcion de prueba

El punto principal del método variacional es cémo elegir la funcion de prue-
ba. Esta eleccion debe ser fisicamente adecuada. De acuerdo con este criterio
podemos elaborar el procedimiento de la siguiente manera:

1. Elegimos una funcién de prueba Wy, (7, {a}) que dependa de algu-
nos parametros {a}. La funcién debe cumplir con las propiedades de
simetria del problema que estudiamos.

2. Para cada funcién de prueba existe un potencial de prueba Vi, del cual
W a1 €8 una eigenfuncién exacta. A partir de la ecuacién de Schrodinger
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correspondiente podemos encontrar este potencial de prueba

\Iltrial//
U 1 - ‘/trial - Etrial . (111)
tria
Entonces Hipia = —3§ + Vivial =

Htrialllltrial = Etrialqjtriala
por construccion.

3. Supongamos que Wy (x, {a}) esta normalizada a la unidad y calcule-
mos la energia variacional F,,. ({a}):

By ({a}) = / Uyt (2, {0}) HU i (2, {0}) ot . (11.2)

Sumando y restando Hi,a obtenemos

Evar ({a}> = / \Iltrial (LU, {Oé}) [H - Htrial + Htrial] \I]trial (SL’, {Oé}) dr =

= Etrial + / \Iltrial (LU, {Oé}) [V - ‘/trial] \I]trial (.CL’, {Oé}) dx 9

en donde a la ultima integral le podemos dar el sentido de primera
correccion perturbativa E7, en donde el potencial no-perturbado co-
rresponde a Vo = Va1 v el potencial perturbativo es Vi =V — Vigal.
Asi pues, podemos escribir

Evar = Etrial +E1 . (113>

Esta es la férmula central de esta Leccion: la energia variacional es
suma de las dos primeras correcciones de la teoria de perturbaciones
con respecto de la desviacion del potencial original y el potencial de
pruebal

Para ejemplificar el método regresemos al problema del oscilador arménico
V = 2%,
y propongamos como funcién de prueba del estado base la funcién gaussiana

\Iltrial = 6_77 (114)
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entonces, el potencial asociado es

"
\Ijtrial

T = Vvtrial — Biyia = )\2 — A y (115)
trial

en donde Fij, = A, y usando el resultado para F; (ec. (819)) encontramos?

1— A2
>1
20— 7

Evar - Etrial+E1 == )\‘l’ \V/)\>0 . (116)

Minimizando E,,. (ec.[I1.0) con respecto del parametro A se obtiene

dE 1 1
L= - ——=0 = A= +1
d\ 2 2)\2 ’
y como la condicién de normalizabilidad de Wy,;, exige que A > 0, obtenemos

finalmente que

ol

s
IS
3
~—~
>
I
—_
|
—

es la Solucion Exactal

11.1.2. El oscilador anarmonico

Ahora ya sabemos lo suficiente como para atacar con el método variacional
el problema no-trivial del oscilador anarménico

V=2 + ¢*2*, (11.7)

en donde vamos a hacer la siguiente identificacién:

V - ‘/E) + ‘/l )
Vo = Na? )
Vi o= (1=-X)2"+g%". (11.8)

2Recuérdese que la energia exacta es E = 1.
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Consideramos la funciéon de prueba
\Iltrial = \IIO = e 2 ,
con Eyia = By = A\, yo = —(In¥,) = Az (v. ecs. (BIFHRIT)). Vamos a

usar nuestra Teoria Perturbativa para calcular las correcciones a la energia.
Comenzamos con la primera correccién (ec. 819

i’ —2yoyn = Er V1.
Substituyendo yy y Vi se obtiene
yi — 20ay, = B — (1-X\)2® — g°z* .
Proponemos el siguiente Ansatz para y;:
= ax + bx® .

Juntando términos y resolviendo para cada coeficiente enfrente de las poten-
cias de x encontramos

20— 273+ 342 1-X2  3¢°

= = - 11.
¢ e o e (11.9)
g2
= =— 11.1
1-X2  3¢°

Es importante remarcar que a = FE; se cumple siempre (es una propiedad
general) en y; = ax + ba?.

Desde el punto de vista del principio variacional tenemos

1— A2 32
o +4—i22Eexacta, A>0, Vg, (11.12)

Evar = A+

y minimizando F,,. con respecto del parametro A

_1—>\2 3g°

|
e w0 7

(Bvar)y =
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A1=N) 434220 =
N —A—3¢220. (11.13)
Para encontrar el minimo tenemos que resolver una ecuacién cubica ﬁ(')

Desde el punto de vista fisico hay dos regimenes importantes:

1. ¢> — 0 (acoplamiento débil, regresamos al problema del Oscilador
Arménico). Proponemos una expansién en serie de potencias de la cons-
tante de acoplamiento g? para obtener una solucién aproximada de la
ecuacion (I1.13). A primer orden obtenemos:

A= 1+ag*+...

g* 20 -3 =

= a =

olw O

Con esta aproximacién podemos estimar la energia del estado base

A= 1—I—gg2+... (11.14)
1 15 27 27
Evar = — |1 — g . —4°
322<+4g+89+16g)
1+§g
3. 90, 927 . 9243 . 243
~ (142 2 Sl E0 s 20 10 L g (12))
(40 -39+ 50—+ 359"+ (9™))

2. g — oo (acoplamiento fuerte). Para el comportamiento asintético de
la solucién de la ecuacién cibica (IT.I3]) proponemos una dependencia
de la forma

A~ oag*.

3 En vez de resolver la ecuacién ctibica con las férmulas de Cardano, aqui vamos a usar
las aproximaciones que hemos desarrollado en los capitulos anteriores para las soluciones
de la ecuacién cubica.

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Leccion 11. 149

Substituyendo en la ecuacién (IT.I3) se obtiene
= a3gﬁa_a92a_392 = 0.

Aqui se tienen varias posibilidades. Supongamos que el primer y tercer
términos se combinan y veamos si esta eleccion es consistente.

1 , . 1
En este caso a = % y a = 33, y el segundo término es x g3 que
efectivamente es un término subdominante, con lo que tenemos

A = (3677 + O(gi%) . (11.15)

Sustituyendo esta aproximacion en la ecuacion para la energia varia-

cional E,,, (ec. I1.12) obtenemos

1

11 1 \?3

Evar = = )3 a 5 9 )
5+

12
—_
o
(0.¢]
—_
(@)
(0.9]
~J
[\
!

Este problema ha sido atacado miles de veces en articulos diferentes.
El comportamiento exacto de la energia del estado base en el limite
g — 00 es

Wl

, eo = 1,0603260905. .. ,

~ ey g

en donde e es energia del estado base en el potencial V = z*. Con
métodos numeéricos contemporaneos podemos calcular ey con cualquier
precisiéon, con cualquier nimero de digitos que queramos.

Este analisis nos permite considerar el caso de g > 0 arbitrario. Tomando
en cuenta los términos dominantes inicamente(!) en las férmulas asintéticas

(IT1d) y (III5) podemos hacer una interpolacién muy simple

A= (1+3¢%)7 . (11.16)

2/3
L (324g2+12\/729g4—12) D)

* La solucién real exacta de la ecuacién (ITI3), es A = ¢ Gaigr iz Jrao g
g gt -

con la cual se obtiene E,,,. = 1,403323286.
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Substituyendo (IT.I6) en la expresién para la energia variacional (TT.12)

obtenemos )
19¢°+2+23g¢*+1)3
4 (3 g2 + 1)%
Esta expresién da una precisiéon < 2% en la energia de estado base para
cualquier valor de la constante de acoplamiento g*> € [0, 00). Por ejemplo,
para g2 = 1, la expresién (ILIT7) nos da una energia E,,, = 1.406318486
en comparacién con el resultado exacto £ = 1.392351641563 ... (ver por
ejemplo, Int. Jour. Mod. Phys. A 35 (2020) 2050005, J. C. del Valle and A.
V. Turbiner) lo cual representa una diferencia de ~ 1 %.

Evar =

(11.17)
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Conclusiones: Fin del Curso

En general, este curso ha durado entre 12 a 15 semanas. Todas las herra-
mientas necesarias para tratar cualquier ecuacién de Schrodinger unidimen-
sional sin dependencia de tiempo ya han sido presentadas.

Es necesario mencionar que en relacién con descripcion de las curvas de po-
tencial de las moléculas diatémicas, recientemente aparecié una nueva clase
de potenciales unidimensionales - los potenciales racionales que tienen la for-
ma de una razon dos polinomios. En particular, para las moléculas diatémicas
hetero-nucleares con cargas Z 4, Zp estos potenciales tienen la forma

ZaZp Py(R)
‘/ion R) =
W= TR Qual®
en el de una molécula cargada y
ZaZp Py(R)
Vneu ra R) =
vl = R Qs

en el caso de una molécula neutra. Aqui P, () son polinomios de la variable
R (la distancia entre los nucleos) y N es un nimero entero.
El estudio de estos potenciales es una nueva meta de este curso en futuro.
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La generalizacion de los resultados presentados a el caso de potenciales
multidimensionales es un problema no-trivial, grande y no bien desarrollado.
Aun en el caso plano - la dindmica cuantica en dos variables - hay muchos
problemas que no tienen soluciones concretas. El Método Variacional es el
método mas usado para tratar problemas multidimensionales.
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Funciones Especiales

A.1. Funcion Gamma

La funcién Gamma I'(x) esta definida como sigue:
['(x) :/ t"tetdt , Re x>0
0

lo cual puede expresarse también de la siguiente manera:

1 et o —
s —aet [ [14 2] e
e xe H[ +n e

n=1

donde

. 1
v = WlLl_{noo (Z i In (m)) = 0,577...

n=1

es conocida como constante de Euler.

Formula de Stirling (xv — o0)

1 1
— r—1/2 —x
[(z)==x e *V2m(1+ T O<x2))
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Propiedades
F'(z+1) =al(2)

la anterior es una ecuacién funcional, en donde I'(x) es la uinica solucién para
esta ecuacién]

1
r(li\r(ios)o T
2 2 cos ()

De esta forma tenemos que:

También es importante dar una representacion de la funcién Gamma en la
forma:

o

—1)"
P =3 o TR
con @ (z) una funcién entera.
I' tiene polos simples cuando;
z2=0,-1,-2,...,
con residuos .
PG

Foérmula del argumento doble (Férmula de Legendre):

I (2z) =22 ' 20 (2)T <x + %) .

I La Teoria de ecuaciones funciénales muy dificil y poco desarrollada.
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10,

Figura A.1: Gréfica de la funcién I'(z).

A.2. Funcidon Beta

Re >0

1
_ z—1 1 _ p\y—1
B(:c,y)—/ot A=n"""dt, g, 0

e simetria: B(z,y) = B(y, ).

e En términos de la funcion Gamma, la funcién Beta se pude representar
de la siguiente forma:

L) (y)

Blzy)= I'(z+y)

Ademas existen ecuaciones funcionales para describir a la funcién Beta, de

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Apéndice A 156

tal forma que se tiene:

B(fc,y+1)=%B(fC+1,y)= B(z,y)

r+y

Ramanujan (famoso matemadtico hindd Srinivasa Ramanujan (1887-1920)):
una de sus proposiciones demostradas usando la funcién Beta es:

* cos (2xt) 1
/0 cosh (Wt)dt ~ 2cosh(r)
A.3. Funcién Ps:

Funcién Psi

1 (2) es la derivada logaritmica de la funcién Gamma.

Propiedades:
v === [ cm@a,
0

B+ 1) =)+ 1,

z
Representacion integral:
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El Oscilador Armodnico

La ecuacion de Schroedinger para el oscilador arménico unidimensional en
unidades atémicas (h=m =1) y conw =1 edl:

[_ld_z + 19;2} Un(z) = Ephp(x), o € (—o0,+00), (B.1)

en donden = 0,1,2,... es un niumero cuantico que etiqueta los estados liga-
dos discretos del sistema. Convenientemente podemos simplificar la ecuacion

a la forma

|i_dd—;2 + 1’2:| 'l/)n(l') = €n¢n(x) , COlL €p = 2 E" : (B2)

Proposicion: La funcién de onda del estado base es
Yo =Ne /2, (B.3)

en donde N es una constante de normalizacién.

L] P %mwzxﬂ Un(x) = Enton(2),  En =hw(n+1/2),

2m dx2
1/}71(:6):\/%'(%)1/4.67%;2']{"( m—{":z:), n=0,1,2,....

2Esta es una funcién sin nodos (Teorema de Perron)

157



Apéndice B 158

Demostracion: Efectivamente, si calculamos

d 2 d?
by = N(—z)e %2 = — e = (22 —
d.fl}'¢0 - N( x)e - xw07 dewO - (ZZ}' 1)¢07
y substituimos en la ecuacién de Schroedinger, tenemos
1 1
—5(# = Do + 5% = Eotlo.
Entonces, la funcién (B.3)) es solucién del oscilador arménico con energia
[
E() = 5 s O €y = 1.

El problema del oscilador arménico posee la propiedad de factorizacién, i.e.
todas las eigenfunciones tienen la forma

Un(@) = Yo(z) Pu() , (B.4)

en donde ¢y (z) es la funcién de onda del estado base. Para obtener la ecuacién
que satisface la funcién ¢, (x) hacemos lo siguiente: comenzamos con la ecua-
ci6én de eigenvalores Hi), = E, 1, y usamos la forma v, (x) = to(x) ¢n(x):

HwOQSn = n¢0¢n s

ahora, multiplicamos por la izquierda por v, para obtener

(45 Hoo ) 60 = Butrn, (B.5)

de donde vemos inmediatamente que la funcién ¢, (z) es una eigenfuncién
del Hamiltoniano transformado h = 9 YHq, .
Vamos a encontrar explicitamente la forma de este operador transformado:

1 d? 1
h=vi'| = 5o+ 52 o
Yo 2 dx? * 2" Yo
Es conveniente expresar el estado base en la forma
Yo = e~ (B.6)

en donde @g(x) = x?/2. Ahora, vamos a probar primero que el operador
derivada se transforma como:
d

d
) = o—wolz) — 2
dz© dz Yo

evo(@
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Efectivamente,

@ Lenle) g(a) = o) g (2) - e g(x))

dx
= ¢'(z) — ¢y o().
Similarmente, usando un truco simple@ obtenemos

d? d d
ewo(r)@e—%(w) o(z) = esoo(w)%e—wo(w)ewo(w)%e—wo(w) o(x)

= (o2 Lo (2
TR
= (dd—; - 2@@6% — 96+ (%)2) ¢(x).

Ahora, usando la forma explicita @y = x?/2, obtenemos

1/ d? d 1
h=——(——2——1 2) Zp?
2 \dz? i +@))+ 2%
Entonces, la ecuacién de eigenvalores ho,, = E,, ¢, se puede escribir como:
d? d
S PP | 2En)n:0, B.7
(da:Q Yz * ¢ (B7)
que es la ecuacion de Hermite@ con 2n = —1 4+ 2FE,, y por lo tanto las solu-

ciones son los polinomios de Hermite ¢, (x) = H,(z). Finalmente podemos
expresar las soluciones del oscilador armoénico com

PYn(z) = }[n(x)e_IQ/2 )

con 1
Ey=n+g n=012...

i.e. el espectro es equidistante con espaciamiento AFE, = E,,1 — E, = 1.

3Insertando entre las derivadas la unidad en la forma e=%0(®)ewo() = 1
4La ecuacién de Hermite aparece como (f—; -2z 42 n) H,(x)=0.

5Escrita asf la solucién no esta normalizada a la unidad.
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Tabla B.1: Primeros polinomios de Hermite ortonormalizados segun
f_+°° e Hy(x)H,,(2)dx = /7 2" 1! 8, . Los polinomios de Hermite H,, ()

son solucién de la ecuacién diferencial u” — 2w’ = —2\u, con A = n.
| n | Hy(x) | ceros |
0] 1 - -
1| 2x 0 0
2 | 422 — 2 +¥2 +0,7071067812
3| 8% — 12z 0, £40 0, £1,224744871
4 [ 1621 — 4822 + 12 | £11/6 £ 2/6 | +1,650680124, +0,5246476233

Simetria ©r — —x

La ecuacion de Schroedinger (B.I]) para el problema del oscilador arménico
tiene una simetria evidente: el problema es invariante ante transformaciones
de paridad P : x — —xz, i.e. [H,P] = 0, en donde P es el operador de
paridad. En este caso, sabemos que las eigenfunciones tienen una paridad
definida. Podemos suponer que las eigenfunciones pueden escribirse como
una de las dos formas siguientes:

f(x*)  funciones pares,
U(r) = o
r g(2?) funciones impares.

Estas formas sugieren el cambio de variables
2 —t, te(0,00).

Llevando a cabo este cambio de variable en la funciéon de onda del estado
base (B.3) obtenemos
’l/)() = N e_t/ 2 s

con la cual la transformacion conduce a la ecuacién de Hermite
para las soluciones pares. En términos de la variable ¢ esta ecuacién toma la
forma

& d
(415@ —At-1/2)% +2n) Gu(t) =0, n=2kk=0,1... (BS)
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Figura B.1: Primeros polinomios de Hermite escalados por un factor 1/2".

[—HO —H1 H2 — H3 — H4]|

Dividiendo por 4 se obtiene la ecuacién diferencial de los polinomios genera-
lizados de Laguerreﬁ para a = —1/2,n = k:

d? 1 d

La relacién entre los polinomios de Hermite de grado par y los polinomios
generalizados de Laguerre es:

Hy,(x) = (—1)" 221 pl L,(l_l/Q) (ZE2),

6 La ecuacién diferencial de Laguerre
zy' +(a+1—2)y +ny=0

tiene soluciones polinomiales llamados Polinomios de Laguerre generalizados o polinomios
de Laguerre asociados. La férmula de Rodriguez para estos polinomios es

v
n!  dzm

Los polinomios de Laguerre se obtienen de los polinomios generalizados para el caso o = 0:

Lgla)(x) — —x n+o¢) )

xT

L’ELO) (x) = Ln(x)
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y para los polinomios impares:

Hopir(x) = (—1)" 227+l 2 LU/ (22)
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Operadores de Creacién y Aniquilacion

En esta seccién vamos a resolver la ecuacion de Schrodinger del oscilador
armoénico mediante el método de operadores de creacion y aniquilacion in-
troducidos por P.A.M. Dirac.

Consideremos el operador Hamiltoniano del oscilador armoénico en la forma:

12 1
H——-% 4 2
5z T 3"

Podemos factorizar este operador diferencial de segundo orden como un pro-
ducto de dos operadores diferenciales de primer orden (hasta una constante)

Ccom
2da2 2" T B\ dx V2 \dz "F) T2 la |

Definamos los operadores de creacién y aniquilaciénﬁ

1 d
al = ﬁ (x — %> Operador de creacion,
! + d O dor d iquilacio
= — — rador niquilacién .
a 7 T+ perador de aniquilacio

En términos de estos operadores podemos escribir el operador Hamiltoniano

CcOomo 1
H=adla+ =.
aa+2

De la definiciéon de estos operadores, y usando la relaciéon de cuantizacion
canonica [ d x] = 1, obtenemos la relaciones de conmutacion

dz?
[a,aq =1,
[H,aq = a,
[H,a] = —a.

La forma de estas relaciones de conmutacion implica lo siguiente:

"En donde [ d :C] =1.

dz’
8Es facil probar que el operador a' es el operador adjunto de a.
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Si 1, es un eigenestado de H con eigenvalor E,,, i.e.

Hwn == nwn s
entonces

e a'y, esun eigenestado de H con eigenvalor E,, + 1,

e ai, esun eigenestado de H con eigenvalor £, — 1,

y son estas propiedades las que le dan su nombre a los operadores af, a como
operadores de creacién y aniquilacion respectivamente.

Demostracion:

Consideremos Ha'1, y usemos la relacién [H , aq = af para invertir el
orden de los operadores Ha' = a'H + a' con el fin de tener al operador H
enfrente de 1),,. Entonces,

Ha'y, = (a'H + a') ¢, = (E, + 1) a'¢,, .

De la misma manera consideramos Hai), y usamos la relaciéon [H,a] = —a
para obtener

Hap, = (aH — a) Y, = (B, — 1) ayp, ,

q.e.d.

Ahora bien, si el operador H es un operador acotado, es decir, si existe un
eigenestado 1y de minima energia Fjy entonces se debe cumplir que

ay=0. (B.10)
En este caso se tiene que
Hupy = <CLTCL+ %) Yo = %%7
i.€. )
Ey = 3
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Para obtener explicitamente la forma de 1y debemos resolver la ecuacién
diferencial de primer orden (B.10). Usando la representacién diferencial del
operador de aniquilacion:

@@50:%(934-%)%:0,

de donde se obtiene que —;iwo = —x1)y y por tanto
d %o
—1 = — = —

que podemos integrar facilmente para obtener
Yo = Ne /2, (B.11)

en donde NV incluye la constante de integracién arbitraria, que se determina
por la condiciéon de normalizacion:

+o00 1
N ¢02dl’:1 =N = %.

Estados excitados

Los eigenestados excitados del oscilador armoénico se pueden obtener por
aplicacion recursiva del operador de creacion sobre el estado base )y:

P o< (a")" ¢y, (B.12)

con energia

1

Entonces, omitiendo el factor de normalizacién de 1y obtenemos los estados
excitados como:
d " —:(:2/2
UpxX |x——] e .
dx

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Apéndice B 166

Calculemos primero

2
_ 6:(:/2’

2
= e ™/,

= 4z(2z® —3)e "2,

- (-
o (e

Todas estas funciones son el producto de un polinomio multiplicando a la
funcién de onda del estado base. Estos polinomios son los polinomios de
Hermite definidos mediante la relacion

d n
H,(z) = ¢*/? (x - —) e/

3
I
N
-
é’“l& §“|9~ é’“|& §“|9~ é’“|9~

= A4z’ — 1227 4 3) e /2,

)
)
) = 2222 —1)e "2,
)
)

dx

Los primeros polinomios de Hermite se muestran en la Tabla [B.1l

Hemos obtenido entonces que

() oc ()" wo(w) o Hy(a)e ™72

Si usamos la normalizacién indicada en la Tabla [B.I] para los polinomios
de Hermite, entonces es facil obtener las eigenfunciones normalizadas del
oscilador armonico:

(z)e ™ /?, n=0,1,2... (B.14)

con
“+00

Y () () d = Gy, -

Estas eigenfunciones forman un conjunto ortonormal completo (base) en el
espacio de Hilbert Ly(R) de funciones de cuadrado integrable definidas en la
recta x € (—00, +00).
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De la discusion anterior, encontramos las eigenfunciones del oscilador armoni-
co

Yalz) = (1/vnl) (a')" ¢o(2),

debidamente normalizadas, y que
a¢n<$> = \/ﬁwn—l 9
aTwn(x) =Vvn+ 17vbn+1 .
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APENDICE C

Soluciones a los Problemas

Demuestre la siguiente desigualdad del tridngulo (desigualdad de
Cauchy-Buniakovski):

1+ el < [l +llell (C.1)

Solucion:

Elevando al cuadrado y expandiendo ambos lados de (C.l) notamos que
probar tal desigualdad se reduce a demostrar que ||| ||| > ||(¥, ¢)]|. Con-
sideremos entonces el cuadrado de la norma del vector xy = ¥ + A como
funcion del pardmetro real A,

I = (%) = (1, 9) + A%(p, ) +2A(, 9) 2 0, (C.2)

Ix]I* posee un minimo Apy, = —%. Evaluando en A = A\ se
obtiene que

1117 ol = [1(, @)1, (C.3)

que es lo que queriamos demostrar. La demostracion es similar para el caso
de un campo vectorial complejo.
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Determinar la tercera funcién g3, tal que (3, 1) = (p3, w2) =0y
(9039 S03) =1.
Solucion:

Proponemos el Ansatz ¢3 = f3 — aw; — by, donde a, b son escalares por
determinar. Escribiendo explicitamente (¢1, ¢3) tenemos que

(1, @3) = (1, f3) — aler, 1) — b1, @2)
= (¢1, f3) —a (C.4)
=0,
donde hemos utilizado el hecho de que las 2 funciones anteriores ¢y, 2 son
ortonormales entre si, por lo tanto a = (¢1, f3) y andlogamente b = (v, f3) .
Es importante enfatizar que los coeficientes a, b no son otra cosa sino las
proyecciones (del vector 3) a lo largo de los vectores que ellos multiplican.
Al normalizar el vector @3 obtenemos s,

 fa— (o1, fa)er — (02, f3)p2
¥3 = /3 — (o1, f3)e1 — (@2, f3)ea2l’ (C.5)

;,Cudl es la forma general de la n-ésima funcion de Gram-Schmidt
on(z), con fp(x)=2", W(x)=1,y G =[-1,41]?
Hint: El dominio G sugiere que se usen funciones trigonométricas.

Solucion:

Podemos hacer un cambio de variables trigonométrico

z = cos(y),

con lo cual el sistema de funciones se transforma en

1,cos(y), cos®(y), ...,cos™(y),...

y el producto escalar en
(@u(0).0m0)) = [ 0u(0)(0) sy

En la solucién encontraremos integrales de la forma

w n=0,24,...,
/ cos”(y)sin(y)dy = § n+1
0 0 n=1305,....
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Una vez mas, la primera funcién se elige como

R 2 002 sintyldy =
onts) = Tr =5+ Al Aa>m@@ 2,
La segunda funcion es
b1(y) = Iﬁ%hi’ donde g1 (y) = cos(y) — (cos(). do()) do(y)

pero el segundo término es cero:

(cos(y), po(y \/_/ cos(y)sin(y)dy =0,

por lo tanto

&@zwwxrmW=AQMmem%r

o1(y) = \/g cos(y) -

<J~52
|||’

La tercera funcién es

P2(y) =

en donde

2(y) = cos®(y) — (cos(y)*, é1(y)) ¢1(y) — (cos(y)?, do(y)) do(v),

(cos(y \/7 / cos(y)3sin(y) dy = 0

(cos(y), ¢o(y)) do(y) = 2/0 coS(y)Qsln(y)dy:%
Entonces

(52(34) = cos?(y) — % )

y el cuadrado de su norma es

G2 (w)I* = /07r (COS(y)2 - %)2 sin(y) dy = <§>—§ (;)Jr% (%) = 4%,

y finalmente
pa(y) = %\/g (3 cos?(y) — 1) .
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Demuestre que cis f(z) = f(z+1), y mas generalmente que i f(z) =

flz+9).

Solucion:

. d
Primero probamos que para el caso f(z) = ¥ se cumple que ed=z* =

(x4 1)k
Usamos la expansion

g 1 a
dz — -
¢ nZ:O n! daxn’
entonces para un monomio z*,
Pk k=) (k—2) . (k—n+ 1)z M <k
— " = — —2)...(k—n x = n
dxm (k —n)! ’ -

y por lo tanto

4k — 1 a k 1 k! k—n : K\ ken k

n=0 n=0 n=0

Ahora, para cualquier funcién analitica u holomérfica (que admite una re-
presentacién local en serie de potencias) podemos escribir

fla) =) fid*,
k=0

donde f;, son ciertos coeficientes numéricos. Por lo tanto
(o] o o
d d d
o o) = e Yt = 3 et = 3 e 1) = 1),
k=0 k=0 k=0

Demuestre la siguiente identidad entre operadores
d " n dn n
(x%x) =a" ot (C.6)

da
dx’

_d,_ .d _
x]_dxx xd:{:_

Hint: Demuestre que |
orden de los operadores.

1, y tuselo para intercambiar el
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Solucion:

La demostracién se hace por induccién: (a) paran = 1 vemos que la relacién
(C.4)) es cierta de manera trivial, (b) suponemos que la relacién es valida para
n y probamos que es correcta para n + 1:

xiz " = :Eix :Eix ' = xiz x"ﬁx"
dz N dx dx N dz dzn™
d

Vamos a simplificar la notaciéon definiendo: - = a,z = b, con lo que el

conmutador es [a,b] = ab — ba = 1. Entonces, queremos probar que
(bab)"“ — bn-i—lan-l-lbn-i-l ) (C7)

Para esto vamos a usar la relacion ab = ba + 1 para intercambiar el orden.
En general, tenemos:

ab” = (ab)b" ' = (ba+1)b""" =bab""! + """
= blba+ 10" 2+ 0" = bPab" " 4 20" !

= Va+nd"l. (C.8)

Y, de manera similar
ba" = a"b —na™" . (C.9)
El lado izquierdo de (C.7) lo podemos expresar como
(bab)™* = (bab)(bab)" = (bab)(b"a™b"),
= bab"a"b", (C.10)

y queremos mover, en primer lugar, el operador a enfrente del operador 5" **
al lado derecho. Entonces, usando la relacién ((C.§)) en (C.10) obtenemos

— b (" a+ (n+ 1)) a"b"
bn—l—lban—l—lbn 4 (n 4 1)bn+1 anbn7

n+1

y luego, usando (C.9), intercambiamos el orden en el producto ba™' en el

primer término:

— bn—i—l (an-‘rlb _ (n + l)an) b+ (n + l)bn—i-l anbn’
bn+1an+1bn+1 )

A.V. Turbiner y J.C. Lépez Vieyra El Arte de resolver la ecuacién de Schrédinger



Apéndice C 174

Encuentre el valor explicito de la constante c(¢) para la siguiente
representacion de la funcién delta

22

O(x) = lim c(e)e < . (C.11)

e—0

Solucion:
La constante c(€) se determina imponiendo la condicién de normalizacion,

/ N @) =1, (C.12)

oo

al sustituir la representacion (C.I1]) tenemos qudl],

400 400 »2
/ d(z)dz = lim c(e) / e <dx

o e—0 0

+oo
= 11’_{%0(6)\/%/_00 ey G y= \% (C.13)
= limc(e) /e
S,
y por lo tanto la condicién de normalizacién requiere
ole) = —— . (C.14)
Ver
Para una Matriz H de 2 x 2, calcular t, t,, t3 donde
t,=TrH" p=1223, ... (C.15)
Demostrar que
ts = at} + Ptits. (C.16)
Encuentre los coeficientes «, 3.
Solucion:
Sea

'En general la operacién de limite y la de integracién no conmutan, pero recordemos
que desde un punto de vista matematico la funcién delta no es una funcién sino una
distribucién.
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H = (‘CL Z) (C.17)

donde a, b, ¢, d son ntimeros complejos arbitrarios. De forma directa calcu-
lamos H?y H?,

H2_ a2+bc bTTH
“\NeTrH d®+bc)’

) ) (C.18)
73— a(a®+bc) +bcTrH abTrH + b(d* + be)
~\c(a®+be)+dcTrH beTrH +d(d*+bc))
entonces
t1 =a+ d,
ty = a® + d* + 2be, (C.19)

t3 = a® + d° + 3abc + 3bed

Sustituyendo (C.19) en ((C.16]) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

at+f=1,

30460, (C.20)

quenosdaa:—%yﬁzg.
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Considere el potencial anarmdénico en una dimensién

V(z) = 2* + gz*. (C.21)
Encuentre la representacién matricial del Hamiltoniano H
d’ 2 4
”H:—@jtx + gz”, (C.22)

en la base ortonormal de eigenfunciones del oscilador armoénico
1—Dim, para los casos particulares

hoo hos hoo hoz  hos
Hoyo = y Hixz=|hao ha hu (C.23)
h’20 h’22
h’40 h’42 h'44

encuentre las energias y compare.
Solucion:

Los elementos de matriz se denotaran como

hij = (¢z, 7'[’(/)]) (C.24)

Tenemos que

H =H? + ga?, (C.25)

donde HO es el Hamiltoniano del oscilador arménico. La representacién
matricial de H°4 en la base de sus eigenfunciones evidentemente es diagonal
y esta dada por,

h™ = (v, HOMYy) = B, ¥5) = 65 E; . (C.26)

donde E; = 2(j + 3), (j = 0,1,2,...). Entonces, sélo resta determinar los
elementos de matriz del término gz*, una manera elegante y muy simple de
hacerlo es introduciendo los operadores a y a' definidos poré

(o) = - ( - %)wn@:) VT Tdea().  (C27)

2En términos de los operadores de creacién y aniquilacién el Hamiltoniano de oscilador
z . 2 . .7
arménico es HOA = — L 4 32 = 2(afa + 1). Los operadores a y af satisfacen la relacién
de conmutacién [a,a] = 1.
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1 d
a, () = 7 (:c + %)1&”(@ = Vn,_1(z). (C.28)
donde 1, () es la eigenfuncién enésima de H4, de aqui que a y a' se deno-
minen operadores de descenso (o de aniquilacién) y ascenso (o de creacién)

respectivamente. De (C.27) y (C.28) se sigue que,

x = %(a +a'). (C.29)

con lo cual facilmente obtenemos que

GV, ) = % { [6n(n+ 1) + 3] 0y (C.30)

+(4n+6) v/ (n 4+ 1)(n +2) bpnsa + (4m +6) /(m + 1) (m + 2) Spiom

+ V/(n+1)(n+2) (n+3) (n+4) Oy pta + V/ (m+1)(m+2)(m+3)(m-+4) 5m+47n} )

La relacién anterior se ha escrito explicitamente en forma simétrica respecto
de los indices m,n =0,1,2,....
De la ecuacién ([C.29) obtenemos

2

22 = (a*z +a?+2ta + 1)

N —

<aT2 +a® +aa' + aTa) =

N — DN

<aT2 +a?+ 20+ 1) (C.31)

4

2t = (a*2+a2+2ﬁ+1) (a*2+a2+2ﬁ+1>

1
1
1
=1 <aT2a2 +a2at® + (27 + 1)
+a? @20+ 1) + 20+ Dal” + a®(20 + 1) + (2 + 1)a’

+ aT4 + a4) (C.32)
a partir de la cual obtenemos el resultado (C.30).
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Una forma alternativa de obtener el resultado anterior es usando la forma
explicitas de las eigenfunciones del oscilador armoénico

HOMp, (z) = [—d—2 + 932] V() = Epthy (), (C.33)

dz?

las cuales son

() = —22_ 2 B =9n+1, n=01,2... (C.34)

VA/m2mn!

donde H,(z) es el polinomio de Hermite de grado n con normalizacién

o0 0 si m#n,
/_ e Hyy () H, (2)dz = { (C.35)

Vm2"n! si m=n.

o

Con esta definicién, las eigenfunciones del oscilador arménico (C.34]) forman
una base ortonormal de L*(R) con

/_C: U () (2) AT = Oy 1y -

Entonces, para encontrar la forma matricial del Hamiltoniano (C:22)) sélo
tenemos que encontrar los elementos de matriz del operador z*, i.e.

(Gnle i) = / " (@) () da
1

= = \/\/;TQ”H! /_ T e () 2 Hy(2)d4C.36)

El calculo se simplifica si usamos las relaciones de recurrencia para los poli-
nomios de Hermite:

Hypr(2) = 20Hy(x) — H)(2),
H (x) = 2nH, (x),

n

H,1(x) = 2zH,(z)—2nH, 1(x),
de donde obtenemos

1
xH,(z) = §Hn+1(:€) +nH, (),
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y, recursivamente

P H(5) = (n+ ) Ho() + n(n — 1) Hyo(x) + = Hyeala),

2 4
con lo que podemos expresar el elemento de matriz (C.36) en términos de
productos de polinomios de Hermite. Luego, usando las relaciones de orto-
normalidad (C.38]) obtenemos, después de sencillas simplificaciones:

(C.37)

Hyn = 2n+ 10, + % { [6n(n +1)+ 3} Omon

+(4n +6) /(n 4 1) (1 + 2) Spnsa + (Am +6) /(m + 1)(m + 2) Spmron

+1/(n4+1) (n+2) (n+3) (n+4) Oy 4 + V/ (m+1)(m+2) (m+3) (m+4) 5m+4,n} -

De aqui obtenemos los casos particulares

1+2g Sy
V2 21 1
Hyo = , 239 : E=3+Zg:t§\/16+72g+99g2
59 StT9
y
1+39 59 \/gg
HYS = | 259 5+%g TgV3
\/gg TgV3 9+12y
[ 1+3/4g 3/29v2 1/29V6 0 0 0
3/2gv2 5+2yg 79V3  3/2¢V/10 0 0
1/2gv6  Tgv3  9+1g 11/2¢v30 ¢v105 0
0 3/2gv10 11/29v30 13+ 22g 159V14  3gV35
0 0 gV105 15914 17T+ %4 3T 4/10
|0 0 0 3gv35  EgVv10 21+ %34
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g E2? B33 [E50x50 E00x100
0 1 1 1 1

0.01 1.007389979 1.007373708 1.00737367208142 1.00737367208142
0.1  1.065833474 1.065375665 1.06528550954737811 1.06528550954737855
0.2 1.119129822 1.118771177 1.11829265438219205 1.11829265438219205
0.3  1.165087978 1.165046952 1.16404715738529796 1.16404715738529796
0.4 1.206415533 1.206298232 1.20481032742354666 1.20481032742354777
0.5  1.244646133 1.243728616 1.24185405959968342 1.24185405959968120
0.6  1.280708470 1.278135926 1.27598356638348220 1.27598356638348220
0.7 1.315195900 1.310091493 1.30774865127032136 1.30774865127031958
0.8 1.348504465 1.340023638 1.33754520842558433 1.33754520842558233
0.9  1.380908260 1.368263266 1.36566982583396679 1.36566982583397034
1.0 1.412602835 1.395071528 1.39235164178206317 1.39235164178206317
10.0  3.934507665 2.874453184 2.44917407995217 2.44917407993716

g E2? E3*® 5050 EL00x100

0 b} 5 o o

0.01 5.097610021 5.094117603 5.09393913274415 5.09393913274415

0.1  5.984166526 5.750190683 5.74795926894111364 5.74795926894111187
0.2 6.980870178 6.309554777 6.27724861732463690 6.27724861732463957
0.3 7.984912022 6.813763543 6.70571937830636156 6.70571937830635978
0.4 8993584467 7.296989055 7.07259872680100443 7.07259872680101331
0.5  10.00535387 7.770866495 7.39690063905848572 7.39690063905848572
0.6 11.01929153 8.240212267 7.68956529571340930 7.68956529571341285
0.7  12.03480410 8.707283917 7.95756841873814658 7.95756841873815102
0.8  13.05149554 9.173229367 8.20567739152462217 8.20567739152461151
0.9 14.06909174 9.638664292 8.43731843353100075 8.43731843353098832
1.0 15.08739716 10.10392983 8.65504995984711378 8.65504995984710668
10.0 107.0654923 52.32986807 16.6359214896798 16.6359214881254
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Sturm-Liouville: Algunos Teoremas

El problema de Sturm-Liouville es

Lu = —%@(;f;)%u) Fgu = A, (D.1)

en donde p(z) y ¢(x) son algunas funciones usualmente con condiciones
p(x) > 0y g(x) > 0, el dominio de definicién del problema x € [0,¢], y
A es un eigenvalor real (el operador de Sturm-Liouville es Hermitiano).

Teorema: para dos soluciones u;, us del problema de Sturm-Liouville (D.1l)
se tiene que
(W) = (A = A)ugug

en donde W es el Wronskiano de las soluciones uq, us correspondientes a los
eigenvalores \q, Ay respectivamente.

Corolario: si 11, us son una solucion fundamental del problema de Sturm-
Liouville (D.]) para el eigenvalor A se tiene que

(W) = 0.

Demostracion: Para dos soluciones uq, us del problema de Sturm-Liouville
(D.10), el Wronskiano es W (x) = u ul—u} us. Multiplicando este Wronskiano
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por la funcién p(z), reorganizando y derivando obtenemos

(PW)" = (pusuy — puluy)
= (w1 (puy) —uz (puy))
= up (puy) + U kpy) — us (puy) — upkpy
= w(puy) —uz (puf) . (D.2)

Como uy, ug son soluciones de (D.1) correspondientes a los eigenvalores A, A
respectivamente:

(puy)' = (¢ — A2) uz,
(pui) = (g — A1) us.
Substituyendo en (D.2]) obtenemos

(pW)/ == ()\1 - >\2) Uy Ug . (DB)
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El Potencial de Poschl-Teller

El Hamiltoniano para el problema de Poschl-Teller es
d? A
dz®  cosh?z’

con A un parametro positivo que determina la profundidad del pozo de po-
tencial.

z € (—00,+00) (E.1)

Estado Base. Proponemos una funcion sin nodos de la forma

1o = cosh(x)*, (E.2)
con a un parametro real. El potencial asociado con esta funcion de onda es
"
—1
Vem By W _alazl (E.3)

Vo cosh(z)?
Entonces si hacemos la identificacién
ala—1)=A, (E.4)

vemos que la funcién de onda (E.2)) es una eigenfuncién del Hamiltoniano
de Poschl-Teller (EI) con energfa Ey = —a?. Sin embargo, la ecuacién ([E.4)
tiene dos posibles soluciones:

(um).

a =

N —
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La solucién con a > 0, de hecho a > 1, corresponde a una solucién (E.2)
no-normalizable. Entonces la solucion fisica corresponde a valores negativos
1.e. a < 0.

Transformacion de norma. Vamos a suponer que las eigenfunciones del
Hamiltoniano (EJ]) se pueden factorizar como

Un(x) = Yo(x)p(x), (E.5)

en donde ¥y () es la eigenfuncién del estado base. En este caso, las funciones
©n(x) seréan eigenfunciones del Hamiltoniano transformado

h =1y (H — Eq)tho, (E.6)

en donde al sustraer Fy, hemos movido el nivel de referencia de la energia
a cero, es decir que la ecuacion de eigenvalores hy,(r) = € ¢, (x) tendrd
eigenvalores positivos €, > 0. Si escribimos

wo — egbo _ ealogcosh(w)

Y

el operador derivada se transforma en un operador derivada covariante como

d d
-1 = - !
U dx@DO I + %
Entonces )
d A
h=——+¢y) ———— — FEo,
(dm %) cosh? 0
con ¢y = atanh(x). Simplificando el operador h obtenemos
d? d
=——=2 h(z)—. E.
h e atan (x)dx (E.7)

Como veremos, este Hamiltoniano escrito en variables adecuadas, tiene solu-
ciones polinomiales.

Solucién
Dado que el problema tiene la simetria * — —x se propone el siguiente
cambio de variable]

z = cosh(2x) = sinh®(z) + cosh?(x), (E.8)
12 = cosh(2z) = 2cosh’(z) — 1 = 2sinh®(z) + 1, entonces tenemos que
cosh(z) = +/(z+1)/2> 1, y sinh(z) = £,/(z—1)/2. También L = (&)L
4sinh(z) cosh(z) L, v por lo tanto 2a tanh(z)-L = 8asinh®(z) L = 4a(z — 1) L.
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d dz\ d . d
i <%> o= 4 sinh(z) cosh(a:)% :

d> dz\? 22\ d d> d
Lo () L () Ly s
2 (dm) dz2+(d:c2) PR

obtenemos
2

d d
_ 2
h—4(1—z)@+4(a—(a+1)z>%. (E.9)
Este operador es un caso particular del operador de Jacobi:

d2

hJaCObi = (1 — 52)(1—52 + (5 — o — (Oé + 5 + 2)5)% s (EIO)

en donde «, § son parametros. Este operador tiene eigenfunciones polinomia-
les

hJacobipygaﬁ) (5) = 5nPr(La7B) (5) ) (Ell)

en donde a P (&) se les llama polinomios de Jacobid de indices (o, B).
Comparando (E.9)) (absorbiendo el factor 4 en la definicién de los eigenvalo-
res) con ([EI0) podemos identificar

B=a-1/2, a=-1/2. (E.12)

Por lo tanto las eigenfunciones del operador (E.9) son los polinomios de
Jacobi

pn(a(2)) = P2 (2). (E.13)

Solucion alternativa
Hacemos el siguiente cambio de variables

z = tanh(z), ze (—-1,1), (E.14)

2Los polinomios de Jacobi P,S“B ) (€) son polinomios ortogonales con respecto de la
funcién de peso (1 — &)*(1+&)? (o> —1,8 > —1) en el intervalo [—1, 1]. Los polinomios
de Legendre y Chebyshev son casos especiales de los polinomios de Jacobi.
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consecuentemente
d  (d2\ d o d
@;—'<@Ja;—“ e

d? dz\? d? d2z\ d d? d
— = (Z) =4+ (=) === =221 = ) —.
dx? <d:£> dz? i (dﬂ) dz (1-27) dz? A=z )dz

El Hamiltoniano transformado h (Ec. [E.7) toma la forma

d? d
12 2 _ _ _ )=
h=—(z—1)%z+1) I 22(z —1)(z+1)(1 a)dz : (E.15)
6, extrayendo un factor comun:
h——(z—1)(z+1)[(z—1)(z—|—1)d—2+22(1—a)i (E.16)
B dz? dzl’ '

Espectro. Para encontrar los eigenvalores del operador h nos fijamos en
la graduaciénd de los términos en el Hamiltoniano (E.10). Basta con fijarnos
en los términos de graduacién cero para obtener

hiaeoni €7 2 —n(n = 1)§" = (a + B+ 2)ng" + O(E"),
= (-1 —(a+8+2n)e" +. .
= —nn+a+pf+1)"+. ..
de donde se obtienen los eigenvalores de la ecuacién (E.IT):
en=-nn+a+p+1). (E.17)
Para obtener los eigenvalores del operador h (Ec. (E.9))

hon(2) = 4 W2 PP g (2) = eun(2) (E.18)

Jacobi

Entonces, recuperando el factor 4 que absorbimos en la definicion de los
eigenvalores se obtiene

1
%:Z%:—Mn+a+ﬁ+w.
3La graduacién (grading) de un operador diferencial nos dice cémo cambia el grado de

. . . . . ¢
un monomio bajo la accién de dicho operador. Por ejemplo para el operador zk% 2" x

2"tk la graduacién es —¢ + k.
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y usando las relaciones § =a — 1/2,a = —1/2, se llega finalmente a
€n = —4n(n+a).

E,=¢,+Ey=—4n(n+a) —a*, n=0,1,2,...

Dado que €, > 0 (y que a < 0) entonces vemos inmediatamente que tenemos
un numero finito de estados ligados excitados con

Ey<E,<0, n=12,...||a|],

en donde [|a|] indica el piso de |a|, es decir, el maximo nimero entero menor
que |al.

Referencia:
Poschl, G.; Teller, E. (1933). “Bemerkungen zur Quantenmechanik des an-
harmonischen Oszillators”. Zeitschrift fiir Physik 83 (3-4): 143-151. doi:10.1007/BF01331132
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Algunas Integrales

La funcién exponencial es una funcién que aparece recurrentemente en la
fisica. En primer lugar recordamos que la funcién exponencial tiene una re-
presentacion de Taylor dada por

. T
e :ZH’ reR. (F.1)

n=0

En esta secciéon vamos a estudiar algunas integrales particulares que involu-
cran a la funcién exponencial y que son solubles analiticamente. En particular

o0
/ e drx=¢"
0

Esta integral no es de mucho interés, pero la siguiente integra tiene mucha
importancia en la mecanica cuantica:

e B .
R3

Esta integral depende del parametro «, por lo tanto podemos denotarla como
I(«). Ahora bien, haciendo un simple anédlisis dimensional, vemos que las

0
=1.

o0

!Esta integral corresponde a la integral de normalizacién de la funcién de onda del
estado base del dtomo de hidrégeno.

189



Apéndice F 190

dimensiones del pardmetro « son las del inverso de la longitud [L]~!, mientras
que la dimensién de toda la integral es de volumen [L]?. Entonces, mediante
este simple argumento podemos inmediatamente decir que la integral I(«)
depende de « en la forma

I(a) = ¢

=~
en donde C' es una constante. De hecho, eligiendo o = 1 vemos que C' =

I(1). El valor numérico de la constante C' lo podemos encontrar resolviendo
explicitamente la integral en coordenadas esféricas:

2w T 0o
/ e TdPr = / dgb/ siné’d@/ r2e "dr
R3 0 0 0

= 4nI'(3) =4m - 2! = 8.

Por lo tanto 8
I(a)=Z

s’
De manera similar obtenemos la siguiente integral bésica

e T 2T
3
/ d’>x = —.
R T «Q

Integral exacta de dos electrones

Consideremos ahora la siguiente integral

7 = / dgrl/ d3r, e~ 2uri—202m2 420 (F.2)
R3 R3
Para evaluar esta integral introducimos una nueva integral auxiliar
7 3 3 1 —2 -2 +28
I = d’ry | d’ro e smTmRearaTAI2 (F.3)
R3 R3 T1T2T12

a partir de la cual se puede evaluar la integral (F.2)) mediante diferenciacién
respecto de los pardmetros a9, . Esta integral auxiliar se puede evaluar
analiticamente. Para esto vamos a suponer que r; se encuentra sobre el eje
z5. Los vectores ri,ro,ri5 pueden verse como los vectores que forman un
tridngulo con 6 - el dngulo entre ry y ro (véase la figura (E.I)). Entonces

2 _ .2 2
rig =17 + 75 — 2rirycos by .
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Figura F.1: Disposiciéon geométrica de los vectores ry, ro, ris.

La integral auxiliar I se puede escribir en coordenadas esféricas
5 [e'e) [e'¢) +1 1
I = 87?2/ dry 7"16_2‘“”/ dro 7"26_20‘2”/ —dcosbs ,
0 0 -1 T12

en donde el factor 872 resulta de la integracién sobre los dngulos

T 27 27
/ sin(é’l)dé’lf dcpl/ dp, = 872
0 0 0

De la relacion entre r1,ry y 712 se obtiene una relacién entre d cos 6y y dris:

driy, = 2riodris = —2d(r 75 cos 0y)

d(’f’ﬂ"Q COS 92) = —Tlng12 s

y los limites de integracion correspondientes son 5 = 71 + 79 para cosfy =
+1,y rig = |r1 — 19| para cosfy = —1. Entonces, podemos integrar sobre dris

con lo que obtenemos

_ [e'e] [e'e] r1+72
I = 87?2/ dry 6_20‘1”/ drsy 6_20‘2T2/ e2Prizdy., .
0 0 [r1—72]

Evaluamos primero la integral sobre dris:
82 [

]: _ % 0 d’/‘1 6_2,117«1 /; d?”g €—2a2r2{€25(r1+r2) - 625\7‘1—7*2\} . (F4)
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Consideremos el primer término en ([E.4):

[eS) 00 1
dT‘ 6—2(0{1—[3)7‘1 / d,r 6—2(042_5)7‘2 — ,
/0 ' . 4(an = B) (a2 — B)

siempre que a; — 3 >0y as — 5 > 0.

Para evaluar el segundo término en (E.4)) tenemos que dividir la integracién
en el cuadrante del plano (r1,79) mediante la linea r; = 75 en dos casos:

1 <ry (a) r1=(0,00), ro = (r1,00),
> T2 (b) r = (07 OO) , o = (0,7’1) ;
0 Ty = (07 OO) , Tt = (T2>OO) :

Las integrales que resultan en ambos casos son similares. Para el primer caso
se tiene:

o0 o0 [e.e] o0
/ dry 207 / dre e~ 2027228(r2—r1) / dry e 2(e1t8)m / dry e~ 2(@2=B)r2
0 r1 0 T1

> 1 1 1 1
= e T = e R
Juntando los términos obtenemos finalmente
P 4 < 1 1 1 1 1 >
B \4(ar = B)(az = B)  4(az—B)(an +a2) 4(on —B)(on + a2)
272

= (1t a2 — Bz —B) (F.5)

Ahora ya estamos en posicién de evaluar la integral (F.2) mediante diferen-

ciacion:

880&1 8042 851 .

En general podemos evaluar integrales de la forma

](nl,nz,ng)(a17a27ﬁ) _ / d3r1/ d3r2 [Tlm ,,,2n2 T12n3]6—2a1r1—2a2r2+2ﬁr12 ;
R3 R3
(F.6)

para ni,ng,ng = —1,0,1,2... mediante diferenciacién de la integral basica I

(E3E.S) respecto de los pardmetros ag, as y 5. Algunas de estas integrales
son:
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w2 [(au - ﬂ)[g - 0l1042@]
afy (ag — 5)3 (g — 5)3

Y

Igo0 (a1, a2, 6) = / dsl‘l/ d3ry ™ 2ear1—202m2 2002
RS R3

f , 1 2 —B)?2 -
I100)(an, a2, 8) = / d‘irl/ dPry —e2eari—202r2 2z 7; (a2 @ O@B]g 7
R3 R3 " afy (a1 = B)" (a2 — B)

(o2 — B)? + a0

ady (a1 — B)* (az — B)?

Y

L onir—
Too,-1)(a1, a2, 8) = / d31‘1/ dPry —e P 2oara k2N
R3 R3 12

con a1y = ay + ag. Con las férmulas anteriores también podemos calcular
integrales de la forma:

_ 3 3 — — n n n. —2a17r1—2a2r2+2087r
J(n1,n2,n3)(a17a275) —/ d’ry d°ro My - M2 [7"1 g™ g 3] e T 2rat+2riz )
R3 R3

en donde 7iy = ry/ry , M9 = r12/712. En particular

2 2
oL _ Traran [(ang — B)° — Bars + ara
a dSI'l d3r2 Ty - Tigg € 2a1 71 —2a2r2+287112 — {( ) ]
R3 R3

oy (ar — B)? (o — B)°?
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APENDICE G

Anuncio del Curso

Temas Selectos de Fisica Matematica y Teérica II: La
ecuacién de Schroedinger
Dr. Alexander Turbiner y Dr. Juan Carlos Lopez Vieyra
Curso de la carrera de Fisica de la Facultad de Ciencias de la UNAM

La clase es de un CURSO AVANZADO

Basado principalmente en nuestras propias Notas del Curso que hemos
elaborado y actualizado a lo largo de mas o menos veinte anos de impartir
dicho curso. No existe un Libro de Texto. Toda la Informacién necesaria
sobre Fisica y Matematicas se les proporcionara durante el curso.

La calificacion se otorgara asi:

1. Ejercicios de tarea semanales (obligatorios). Si cumplen con el
100 % de las tareas y 100 % de asistencias tienen garantizada una
calificacién de 8

2. Al final del curso. Hacemos un examen final formal en modalidad
oral basado en una Tarea Final que les presentaremos con un mes
de anticipacion.

~-
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